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Mieszanki rozkladow

1. Elementarne wprowadzenie

Rozpatrzmy proste zdanie.

Mamy 10 monet, w tym jest 8 prawidlowych, a 2 sa znieksztatcone. Przy lo-
sowym podrzucaniu jedna moneta mamy nastgpujace rozktady:

P (orzet | prawidtowa) = %

. 1

P (reszka | prawidtowa) = 3

. 2

P (orzet | znieksztatcona) = 3

. 2
P (reszka | znieksztalcona) = 3

Na przestrzeni zdarzen elementarnych{orzel, reszka} okreslmy dwie zmienne
losowe:

Y, X: {orzet, reszka} — {0,1}
W nastgpujacy sposob:
X (orzet) =0, X (reszka)=1,

Y (orzet) =0, Y (reszka)=1.
Rozktady prawdopodobienstwa tych zmiennych sa nastgpujace:
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2
%,gdyx=0 —,gdyy=0
Sr(x)= ()=
1
—,gdyx=1 —,edyy=1
5 edyx 3 8y

Zmieszajmy wszystkie monety i okreslmy zmienna losowa Z: {orzel, reszka}— {0,1}
ktorej rozktad jest nastgpujaca mieszankg dwoch rozktadow:

8 2
S ) =15 x D+ 157 (%)

1 22
ﬁ-—+—-—, gdyx=0
102 10 3
f.(x)=
8 1+2 1 dvrl
102103 &Y

g 0 1 5 0 1 0 1

—_— + —_— =

10 1 10 2 1 2 L
2 2 3 3 15 15

Widzimy, ze ,,zmiesza¢” dwa rozklady jest dos¢ tatwo i sens mieszanki dwoch
rozktadow tatwo jest zrozumie¢ na podstawie prostego eksperymentu losowego.

O wiele trudniejszy jest problem odwrotny, polegajacy na tym, ze dany jest
jaki$ rozktad, o ktorym wiadomo, Ze jest mieszanka i trzeba wyodrebni¢ skta-
dowe tej mieszanki.

Zauwazmy przede wszystkim, ze zadanie takie nie ma jednoznacznego roz-
wigzania. Istotg tego problemu rozpatrzmy na prostym przyktadzie rozktadu ze-
ro-jedynkowego.

Dana jest pewna populacja politykow i wiadomo, ze nie jest ona jednorodna.
Na przyktad wiadomo, ze sa to jastrzebie i golebie lub Ze sa to zieloni i czerwo-
ni, wierni i niewierni itp. Przyjmijmy, ze udzial pierwszej podpopulacji ozna-
czony bedzie symbolem ¢, zas szansa wylosowania osobnika nalezacego do tej
podpopulacji oznaczona bedzie jako 6,. Funkcjg rozktadu prawdopodobienstwa

w calej populacji mozna wigc przedstawi¢ nastepujaco:

f(z.0)=af(x.60)+(1-a)f, (y.6,)
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gdzie

6, jesli x=0 6,, jesli y=0

fX(x;el):{ fy(y;az):{

1-6, jesli x=1 1-6, jesli y=1
Problem polega na tym, aby okresli¢ prawdopodobienstwo 6, i 6, oraz strukturg

populacji, tzn. parametr « .

Istnieje wiele mozliwych rozwiazan. Trzy rozwiazania przedstawiaja ponizsze

rysunki:

05 -
0.5 + 0,5 -
04 - 04 1 04 1
0.3 0.3 - 0,3 -

1 L1

0.2 1 2 0.2 - 2 0.2 1
0.1 o1 | 0.1 A
0 - o -

0 i

)=

0 1
0,5 05 H H— 0.5 1
04 - 04 H — ; 04 -
0,3 - | +— .
0,3 2 0,3
0.2 1 02 + 0,2 A
0,1 A 0,1 A 0,1 1
0 - 0 - 0
0 1
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1 1
08 —— 08 + —— 0.8
06 — 06 + —— 0,6
0,4 - ) 04 - 9 04 -
02 .
: 0,2 02 -
0 - 0 -
0o 1 0o 1 0-

0 1

Na rysunkach po lewej stronie mamy ten sam rozktad, a po prawej rdézne
rozktady przedstawione za pomoca wykresu kolumnowego. Cata kolumna ozna-
cza prawdopodobienstwo dla danego x w rozktadzie bedacym sktadnikiem mie-
szanki. Zawarta w niej ciemniejsza kolumna oznacza t¢ cze$¢ prawdopodobien-
stwa w danym rozktadzie aP(X = x), ktéra wchodzi do mieszanki rozktadow.
Z powyzszego widzimy, ze nie ma rozwigzania jednoznacznego.

Rozpatrzmy teraz przyktad zwiazany z rozktadem dwumianowym.

Zatozmy, ze grupa n 0sob spotyka si¢ regularnie w kazdy czwartek, 15 razy
w ciagu jednego semestru. Korzystajac z prawa gwarantowanego przez demo-
kracje, grupa ta przed kazdym spotkaniem decyduje poprzez gtosowanie, czy ja-
ka$ osoba ma wygtosi¢ referat, czy tez nie. Liczbe glosow za tym, aby wyktad
sig¢ odbyl w i-tym tygodniu, oznaczmy symbolem k,,i=1, 2, ..., 15.

Po zakonczeniu semestru znane sa wyniki w postaci wektora
k= (k.k,,....ks), gdzie k.1 {0,1,2,...,n} . Poniewaz na wynik gtosowania mo-
ga mie¢ wplyw rozne czynniki losowe, takie jak: niewyspana noc, nieudana
randka, przejedzenie itp., wektor k potraktujemy jako 15 realizacji zmiennej lo-
sowej K.

Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo glosowania ,,za” oznaczone jest sym-
bolem €. Wowczas mozemy traktowaé zmienna losowa K jako zmienng o roz-
ktadzie dwumianowym K ~ B(n,q) . Oznaczmy funkcje rozktadu prawdopodo-

bienstwa tej zmiennej w postaci B(k;n,q), tzn.:
B(k;n,0)=Clo (1-0)™"

Niezaleznie od wymienionych zakldcen losowych cata grupa moze stanowic
jednorodna i zwarta spoteczno$¢, moze tez by¢ podzielona na pewne klasy lub kliki.
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Oznaczmy liczbe klas symbolem ¢, czyli w przypadku grupy jednorodnej
mamy c¢ =1, za§ w drugim przypadku ekstremalnym, gdy grupa sklada si¢ tylko
z samolubow, mamy c=n.

Zadanie, jakie tu jest rozwiazywane, polega na tym, aby na podstawie ob-
serwacji zmiennej losowej K:

Ky s ks

zidentytfikowa¢ klasy, z jakich sig sktada cata grupa.

Rozpatrzmy zadanie mozliwie najprostsze, przyjmujac, ze w grupie sa dwie
frakcje, np. gotebi 1 jastrzgbi lub doswiadczonych i nieopierzonych itp. Przyj-
mijmy ponadto, ze osoby pierwszej klasy z prawdopodobienstwem ¢, glosuja
,.za”, osoby z drugiej klasy gtosuja ,,za” z prawdopodobienstwem 6, .

Oznacza to, ze osoby nalezace do klasy pierwszej postepuja zgodnie z roz-
ktadem B(n,q,), zas$ osoby z klasy drugiej glosuja zgodnie z rozkladem B(n,q,)

Przyjmijmy na koniec, ze do pierwszej klasy nalezy 100 ¢, % osob, za$ do
klasy drugiej 100 «, %, przy czym o, +«, =1 oraz o, >0, o, >0.

Przyjete wyzej zatozenia oznaczaja, ze cata grupa jest ,,mieszankg” dwoch
klas. To z kolei oznacza, ze obserwowana funkcja rozktadu B(k;n,@) jest mie-
szanka dwoch rozktadow:

B(k;n,0)=a, - B(k;n,6) + a,B(k;n,0,) k=0,12,...n.

Sformutowane wyzej zadanie identyfikacji klas oznacza teraz, w ujgciu pro-
babilistycznym, estymacj¢ parametrow «,,a,,6, i 6,. Poniewaz o, +a, =1, to
zadanie polega ma estymacji trzech parametrow : «,,6,,0, .

W celu uproszczenia zapisow, zamiast ¢, stosowany bedzie symbol o .

Zadanie polega na estymacji parametrow funkcji rozktadu prawdopodobien-
stwa: B(k;n,q).

Zalézmy, ze w grupie sa tylko dwie osoby, tzn. n = 2.

W celu identyfikacji klas nalezy wowczas rozwiaza¢ nastepujacy uktad rownan:

B(0;2,0)=aB(0,2,6) + (1-2)B(0,2,6,)
B(1;2,0)=aB(1;2,6)+(1-a)B(1;2,6,)
B(2;2,0)=aB(2;2,0)+ (1-a)B(2;2,6,)

wzglgdem niewiadomych «,6, 1 6,.



192 Witold Miszczak, Walenty Ostasiewicz

Korzystajac z definicji funkcji rozktadu dwumianowego, uktad ten zapisa¢ moz-
na nastepujaco:

B(0;2,0)=a(1-6)" +(1-a)(1-6,)°
B(1;2,0) = a26,(1- 6)) + (1- a)2(1-6,)
B(2:2,0)=ab, +(1-a)p,’

Zauwazmy, 7€
D B(k;n,0)=>Y Clo"(1-6)"" =1
k=0 k=0

czyli w powyzszym ukladzie trzech rownan z trzema niewiadomymi jedno row-
nanie zalezy liniowo od dwoch pozostatych. Oznacza to, ze uktad powyzszy nie
ma jednoznacznego rozwiazania. Klasy sa nieidentyfikowalne.

Rozpatrzmy wigc przypadek, gdy n > 2.

Zatdzmy, iz wiadomo, ze liczba podpopulacji jest znana, oznaczmy ja sym-
bolem c.

Rozklad analizowanej cechy w kazdej podpopulacji jest taki sam z doktad-
nos$cig do parametrow.

Oznaczmy go symbolem f(x;0), gdzie € jest tym parametrem. W dalszej

czesci opracowania przyjmuje sig, ze jest on skalarem.
Rozktad w catej populacji jest nastgpujaca mieszanka:

fwm=Ya - f(x6)

gdzien = («,,....,a,, 6,,..,0.).

c?

C
Poniewaz «, >0 oraz ZO‘:‘ =1, to wektor a =(«,,...,a,), mozna interpre-

i=1

towac jako rozktad prawdopodobienstwa na przestrzeni ® , tak ze
a, =P =0).

Do estymacji sktadowych wektora 77 stosowane sa rozne metody.
W kolejnych paragrafach doktadnie omowione sa dwie z nich:

1) metoda najwigkszej wiarygodnosci,

2) metoda momentow.
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2. Metoda najwig¢kszej wiarygodnosci

Zatozmy, ze dane sa obserwacje
Xy Xy eens X,

zmiennej losowej X, ktorej funkcja rozktadu prawdopodobienistwa jest f{(x).
Funkcja wiarygodnosci tych obserwacji jest nastgpujaca:

LX)y X, 30 @y 00 O) = [ [ S ) =] | D f(x,56).
j=1 j=1  i=1
Oznaczmy jej logarytm jako /, tzn.:
[=logL(x,,...x;q,....,c,,0,,...,0.) .

Poniewaz nieznane parametry ¢, musza spetnia¢ warunek

iai -1=0,
i=1

to maksymalizacji funkcji / dokonujemy za pomoca metody mnoznikow La-
grange’a. Funkcje, ktora trzeba maksymalizowac, oznaczmy tym samym symbo-
lem. Ma wigc ona nastgpujaca postac:

I=log] | Zaif(xj;ﬁi)—l[z%—lj
=1 i=1

j=l =l

gdzie A jest to mnoznik Lagrange’a.

W celu okreslania nieznanych parametrow trzeba wigc rozwiazac nastgpuja-
cy uktad rownan:

o

—=0
o,
oy
26

Rozwinmy lewe strony pierwszego zestawu rownan:
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l 8|:logﬁf(xj)—l(2aj —IH 810gﬁf(x,)

1=
o, o, o,
) 8;10gf(xj)_A_Zn:alogf(xj)_/l_
- o, - = Oaq, -
R .af(xj)_i_ o .akz_;ak'ﬂ(xj;ek)_l_
Sk de TS oa, B
! = fi(x556)
- filx0)-A=) ———-1
2 Ty F A= 2T

Podobnie przedstawione sa rozwinigcie lewej strony drugiego zestawu rownan

8[loglj f(xj)—i[iak —1}} alogf[ 1)

00, 00 00,
_Ologf(xy) 1 oy
= 09, = f(x,) 06,
5;ak-f(xj;l9k)_ T 'afl_(xj;gi)

-y !

_ «
() 0 =RiC) RAEY)

W celu okreslenia parametrow ¢, oraz 6, nalezy rozwigza¢ nastgpujacy ukiad
dwodch zestawow rownan:

o f,(5,36) _

=1, i=12,..,c
J=1 f(xj)
n - Of(x ;0.
s TS0 o i
= ACTI I

Mnozac stronami rOwnania pierwszego zestawu przez ¢, i sumujac po wszyst-
kich i, uzyskujemy:
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£(x:0) <
:Z Zf(x) 3%

2l i) L)

]Z:; - f(x./.) - =] f(x/)z J=l

W ten sposob zostal wyznaczony nieokreslony mnoznik Lagrange’a.
Korzystajac z tego, ze A =n, pierwsze rOwnanie mozna zapisa¢ nastgpujaco:

l=n=1

2 fi(x;0,
Z—fl( 59 . i=1,2, ¢
S(x)
Pomnézmy je stronami przez ¢, iuzyskamy
iaifl-(xj;@,-)
———=qn
= f(x)

Poniewaz udzialy o, mieszanki rozkladéw traktujemy jako nastgpujace
prawdopodobienstwo:

a=P0=0),
to uzyskujemy nastgpujace rOwnanie:

L P(0=6) f,(x;0)
LTy e

Zamiast oznaczenia P(H = 01.) wprowadzmy proste oznaczenie p; 0znaczaja-

ce w dalszym ciagu prawdopodobienstwo przynaleznosci dowolnej obserwacji
do i-tej podpopulacji (klasy). Przedstawmy teraz powyzsze rownanie w postaci:

if(xj“)'pi_ n
J=1 f(x/) I
Bez wigkszego trudu rozpoznajemy pod znakiem sumy wzor Bayesa:
: Jix; [D)p;
P(i|x;)=
f(x;)

Korzystajac z twierdzenia Bayesa, ostatecznie otrzymujemy nastepujace
roéwnanie:
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ZP(i |x,)=an
Jj=1

gdzie P(i‘xj) oznacza prawdopodobienstwo, ze obserwacja x, nalezy do i-tej

podpopulacji (i-tej klasy). Dzielac stronami to rownanie przez n, wyznaczamy
nieznang wielko$¢ ¢, ktora traktujemy jako estymator parametru ¢, .

Jako estymator parametru ¢; przyjmiemy nast¢pujace wyrazenie:
N
@, ==Y P(i|x,)
=

W celu uzyskania wyrazenia okre$lajacego estymatory parametrow 6, przed-
stawmy drugi zestaw rownan w postaci:
" olog f,(x,0,)

,1f( X)) %3%) a6,

Korzystajac ponownie w podobny sposob z twierdzenia Bayesa, uzyskujemy:

=0

ol .6
ZP(| M —0 ,i=1.2 ..c

l

Estymatory é parametréw 6, uzyskujemy jako rozwiazania uktadu rownan, do
ktorego nalezy podstawi¢ konkretne postaci f; (x; 0. )

Rozpatrzmy konkretny przyktad liczbowy w przypadku mieszanki dwoch
rozktadow dwumianowych. Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa jest rowniez
nastepujaca:

[(k;a,6,,6,)=aCrof(1-6)"" +(1-a)Cio; (1-6,)""
Funkcja wiarygodnosci proby
ki ky,...k

n

jest nastepujaca:
L(kk,,...k ;a,6,0,) = Hf(ki,a,el,ﬁz).

Estymator parametru « okreslany jest nastgpujaco:
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o”clef’(Hki)
nio

gdzie Is(l‘kj) oznacza estymator prawdopodobiefistwa tego, ze obserwacja k;,
pochodzi z pierwszej klasy. Zgodnie z twierdzeniem Bayesa mamy:

13(1|ki): aCk (1 HT

ach o (1-6) " +(-a)cro (-6, "

Estymatory é, i 92 okreslane sa nastgpujaco:

dlogCh0" (1-6)"™"

P(1|k)- . -0
Z ’ 00,
dlogCl oy (1-6,)"" 0

P2k, .
Z 1% 00,

Zauwazmy, ze

dlogCE0* (1-0)"™"  0logC! +klogd+(m—k)log(1-60)
o0 - o0 -
1 m—k k1-0)-(m-k)0 k-mo

6 1-0  61-6)  6(1-0)

Stad tez rownania powyzsze przyjmuja nast¢pujaca postac:

n mé,
Z{P(ll ) ’( ]

= ~6)

Jj=1

mé),
szf—Azo
Z[H ) 5.0 49)}

Pomnoézmy pierwsze rdéwnanie przez 0 ( , a drugie przez éz (1 - é2 ) 1 za-

piszmy te rOwnania w nastgpujacej postaci:

kj)lfj =mél ‘n P(l

j=

> Pl k)
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."1 P(2|k]. )I‘f =m0, jiP(2|kj )

J

Rozwiazanie tego uktadu réwnan uzyskujemy bardzo tatwo, a mianowicie dzie-

lac stronami oba rOwnania przez m - 1, ostatecznie otrzymujemy:

1 Zn:P(l‘kj)k/ e

O =—Jr

T Sl
j=1
Sk

J=1

- Pl,)

" b

J=1

2

gdzie $rednie l; s $rednimi wazonymi liczby sukcesow dla pierwszego sktad-
nika mieszanki, a l?z dla drugiego sktadnika. Bezposrednie korzystanie z tych
wzorow w celu obliczenia warto$ci estymatorow 0?,91 iéz jest niemozliwe,
gdyz do obliczenia na przyktad & potrzebna jest znajomo$¢ wartosci ﬁ)(l‘k j.),
z kolei do obliczania Ia(l‘kj) potrzebna jest znajomos$¢ @ . Trudnos$¢ obliczenio-

wa omija si¢, stosujac iteracyjnie kolejne przyblizenia potrzebnych warto$ci.

Rozpatrzmy sposéb takiego postgpowania na fragmentarycznym przykla-
dzie. Zat6zmy, ze rozktad zmiennej losowej K jest mieszanka dwoch rozkladow
dwumianowych:

f(ka,0,,6,,60)=a,C-0F1-0)"" +a,C 0F1-6,)""
1 2 1 2 1~m™1 1 2%m72 2

przy czym
m=20

o= 0-2 93

4 5 5

Zalozmy, ze parametry rozktadu nie sa znane, znamy za$ nastgpujace obserwacje:

2,3,8,12,15,1,9, 3, 19.
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W celu obliczenia wartosci estymatoréw parametrow «,,a,,0, i 0, , przyjmij-
my nastgpujace wartosci poczatkowe:

a”=02,0"=05, 6" =06
s Uy B}
Na ich podstawie obliczymy wartosci
al(l)’ (91(1)’ 92(1)

W Sposob nastepujacy:

2 2 18
PO(Ik,)= 0,2C,,0,5°0,5 _0,000036 _
0,2C;,0,5°0,5" +0,8C3,0,6°0,4"  0,00004
3 3 17
POk, )=—— 03,2(71230,5 0,53 I 0,00022 _ ) ¢4s3
0,2C;,0,5°0,5" +0,8C;,0,6°0,4"  0,00025
8 8 12
P(Ik,)= 0.2C0595 _ 00 4532

0,2C50,5°0,5" +0,8CS,0,6°0,4  0,0524

Pozostale wartosci 13(1‘1;,) sa rowne odpowiednio: 0,1432, 0,0472, 0,9353,
0,3606, 0,8653 1 0,0097.
~ (1)

Po obliczeniu tych wartosci, obliczamy warto$ci a

4,5909
9

ia”:

a" = (P(”(1|k)+ 4Pk, = =0,5101

oraz wartosci 6" i 6,

P 2P0k )+ +19P (k) _ 17,4615 _ 0190
20 PO(Ifk, )+ ...+ PO(1lk,) — 20-4,5909

a0_ L 213A<1>(2|k1)+...+1?13<1>(2|k9)= 1 2ﬁ<l>f2|kl)+...+19}:)<1>(2|k9)
* 200 POk, )+t PU2K,) 20 9- PO(Ilk, )-...— PU(I[K, )

54,5385
dzie P2|k;)=1- P(1|k;). Stad ) = —""""_ = 0,6185.
gdzie P(2|k;) (]k;). Sta 20.4.4091

o (1)

Obliczone wartoéci @, , 091 6" wykorzystujemy do obliczenia warto-

Sci a(Z) "(2) (9(2) 492(2).
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Procedurg powtarzamy tak dlugo az kolejne przyblizenia ‘P(r) (i‘k./.)— P(r")(i‘k j]

beda si¢ r6znity nie wigcej niz zadana wczes$niej mata liczba & > 0, tzn.

PUI(k, )- P“‘”(i\kj] <e,

max
ij

gdzie r oznacza numer iteracji obliczen.

3. Idea metody momentow

Istota tej metody polega na tym, ze trzeba okresli¢ pewna funkcjg ,,teore-
tyczna”, ktérej argumentami sa oceniane parametry. Oznaczmy ja jako <I>(77).

Oprocz tego trzeba okresli¢ jej odpowiednik empiryczny, ktdorego argumentami
sa zaobserwowane wartosci zmiennej losowej. Oznaczmy tg statystyke jako
T (X 1 X e X ) Estymacji parametru 7 dokonujemy poprzez ,,rozwigzanie”

nastgpujacego rn(')wnania:
o(n)=T(X,,X,...X,)
wzgledem niewiadomej 7.
Symbolicznie zapiszmy wigc w postaci:
h=0'(1(X,,X,,...X,))
Zamiast rozwiazywania rownania, mozna minimalizowa¢ pewna funkcje¢ bledu:

A=A@(n)-T(X,.X,,...X,))

Jeden z prostszych sposobow takiego postgpowania polega na tym, ze funkcje
7(X,,X,.,.... X,) definiowane sa jako momenty empiryczne, w ten sposob aby

13wt = B(xt).
n iz

Przedstawiony wyzej ogélny schemat postgpowania rozpatrzmy na konkretnym
przyktadzie mieszanki dwoch rozktadéw dwumianowych.

W przypadku zmiennych losowych typu dyskretnego, szczegdlnie tych
o charakterze dwumianowym, zamiast momentow ,,addytywnych” postaci

H = E(Xk): zx;kp;

wygodniejsze sa tzw. momenty multiplikatywne.
Momentem multiplikatywnym rzedu k nazywa si¢ wyrazenie:
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po=>xMp,, k=1,2,..
gdzie
M =x (x, =1)...(x, =k +1).
Trzy kolejne momenty tego typu wzgledem zera sa wige nastepujace:
H=D5D,
= x(x ~1)p,
= x(x = 1)x - 2)p,

Na podstawie proby losowej (X X g peeer X n) momenty empiryczne okresla sig
nastgpujaco:

M, = %ZX}”.
Rozpatrzmy mieszanke dwoch rozktadow dwumianowych
f(x,7)= e, B(x;m,6,)+ &, B(x;m,6,)
gdzie
B(x;m,0)=C:0*(1-0)"", x=0,1, ..., m

Dokonamy estymacji parametrow 7 = (a,,a,,6,,6,) metoda momentow, korzy-
stajac z proby prostej (Xsza---sX,,)-
Okres$lmy trzy pierwsze momenty empiryczne:

1 n
M, ==>SxW k=122
k n ; i
Mozna sprawdzi¢, ze
M= m(a19| + 0!292)

1, = m(m— 1)(051012 - azé’;)

sy = m(m—1)m— 2)(0{16?13 + azé’;)
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Porownujac momenty empiryczne z teoretycznymi, otrzymujemy nastgpujacy

uktad rownan:

1 n
— > x, =0, +a,0,

nm- i

1 n
mz?ﬂ (x,-D=a,0 +a,0;
i1

1 n
(x. -D(x -2)=a,0 + 0,0,
nm(m—l)(m—Z);x'(XI )(x; )=a,0] +a,0,

Ten uktad trzech réwnan trzeba rozwigza¢ wzgledem trzech niewiadomych
a,,0,10, gdyz a, =1-q,.

W celu uproszczenia zapisoOw przyjmijmy, ze lewe strony oznaczone beda sym-
bolami [, ; 1 L5, za§ zamiast a; stosowany bedzie symbol « i w konsekwencji
o =1 — a. Powyzszy uktad rownan przyjmuje nastepujaca postac:

I, =ab, +(1-a)b,
L=ab+(1-a)b?
L=a6+(-a);

Z pierwszego rdwnania wyznaczymy o

Podstawmy to wyrazenie do drugiego rOwnania:

L =05012+922_05922 =0(((912—022)+022 22_% (012_‘922)"'922 2(11 _‘92)(91 "'92)""922

1 2

Uzyskamy stad rownanie:
(11 _02)(91 +92)+922 -1,=0,

w ktorym sa dwie niewiadome 6, i 6.
W celu wyeliminowania jednej z nich obliczmy réznicg

ls - lllz

i podzielmy ja przez [, — 1.
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13 _lllz = a(l_a)(al + 02)(91 _02)2
12 _112 =a(1—a)(€1 _92)2

po podzieleniu uzyskujemy

iﬂ%=a+@
lz _Zl

Po podstawieniu do uzyskanego rownania otrzymujemy:

(ll _92)%_"022 _12 =0
l2_1

Wprowadzmy oznaczenie
L-1
Powyzsze rownanie przyjmie wowczas postac:
(,-6,)B+6>-1,=0.
Zapiszmy je nastgpujaco:
0; —BO,+C=0

gdzie

C=I[B-I,

Uzyskali$my rownie drugiego stopnia. Ma ono dwa rozwiazania, ktore traktuje-
my jako estymatory 6,,6,, gdy B> —4C >0,

Czyli
~ B—-~B’-4C
|=f
P _ B++yB*-4C
=
2

Na ich podstawie uzyskujemy estymator &

>

~

6,-0,

)

a=
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zmienne losowe X; maja roézne rozktady. Rozklad tej mieszanki w przypadku
dyskretnym ma postac

P(X =x)= Zr“aip(xl. = x) (1)

i=1

lub gdy X jest zmienng losowa ciaglta

fx)=2af(x), @)
i=1
przy czym
a, >Odlai=1,_r, oraZZai =1
i=1
Symbol i = 1,_r oznacza to samo,coi=1,2,...,r.

Przygladajac si¢ wagom w powyzszych wzorach, nietrudno zauwazy¢, ze
moga by¢ one interpretowane jako wartosci prawdopodobienstw z pewnego roz-
ktadu. Zdanie to na razie nic nie znaczy, poki nie powiemy, czego te prawdopo-
dobienstwa maja dotyczy¢.

Zatozmy, ze gestosci flx) oraz prawdopodobienstwa P(X = x) zaleza od
pewnego parametru 6, ktérego warto$¢ jest niecokreslona. Zapiszemy te¢ zalez-
no$¢ jako f(x|@) oraz P(X = x|@= ). Jako miarg tej nieokreslonosci mozemy
przyja¢ pewien rozktad o gestosci 7(6) lub P(@ = 0) =p;,dla j = 1,k . Wowczas
wzory (1) i (2) mozna zapisac jako:

Plx=x)=Y Plo=0)Plx=+o=0)
7= ) ) dla @ dyskretnego,
J

S()=Y Plo=6)rlx

Jj20

3)
P(x =x)=[(0)P(X =x|j@ =0)i0
/()= 7(0)r(qo)o

dla @ ciaglego,

gdzie (2 jest przestrzenig parametrow. Uwazny czytelnik zwroci uwage, ze po
prawej stronie wzorow (3) mamy wartosci oczekiwane pewnych funkcji, ktory-
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mi sa prawdopodobienstwo lub gestos¢. Powyzsze wzory mozna wigc zapisaé
W rownowaznej postaci

P(X =x)= E,(P(X = 20)),
£(x)=E,(7(40)).

Dalszym uogolnieniem tych wzorow moze by¢ mieszanka rozkladéw ze
wzgledu na pewien podzbidr parametrow w przypadku, gdy parametr 6 jest
wektorem parametréow jak np. w rozktadzie normalnym 0= (,u,a). Mieszanki
rozktadow tego typu czgsto sa nazywane rozktadami ztozonymi i oznaczane sa
specjalnym symbolem

/(4o =0)rx(0)
P(X = x|@ = 6’)/9\ 7[(9)

ktéry odczytujemy w nastgpujacy sposob: rozktad ztozony jest ztozeniem dwoch
rozktadow (moze ich by¢ wigcej) — rozkltadu zmiennej losowej X, ktory jest
okreslony z doktadno$cia do nieznanego parametru €, ktorego rozktad 7 (6) jest
znany.

Ogolniejszy zapis ma postacé

FA{_}FB,

gdzie po lewej stronie mamy rozktad X ze zmiennym parametrem @, a po pra-
wej stronie rozktad zmiennej @.

Przyklad 1.
Rozwazmy rozktad typu:
BV, p)P(2).

Odczytujac ten symbol, widzimy, ze jest to mieszanka rozktadu dwumianowego
o nieznanej liczbie doswiadczen x|, x,, ..., xy wykonanych wg schematu Ber-
noulliego. Niepewnos¢ co do wartosci N okre§lamy za pomoca rozktadu Poisso-
na z parametrem A. OczywiScie parametry p i A nie musza by¢ znane i wtedy sa
estymowane na podstawie wynikow proby losowej. Zauwazmy, ze skoro w pro-
bie o nieokreslonej liczbie N obserwacji odnotowano x sukcesow, to liczba ob-
serwacji musi by¢ co najmniej x.
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P(X =x)=E(P(x = x|N = n))= i [Zj (1= p) % |

Prawdopodobienstwo Prawdop olt(l;)bieﬁstv;'o
X =xzrozkladu B(n, p) N=nzrozkladu P(1)

_eta () (ali-p) :ﬁ(ﬂ )xi(/ﬂf(l—P))H _

x! = (n—x)! x! ’ p— (n—x)! -
et s A=p)f et v o _(0)
= W) ) et = e

Jak wida¢, mieszanka ma rozktad Poissona o parametrze Ap, co symbolicznie
mozna zapisac

P(2p)= B(N. p)rP(2)

0,045
0,04
0,035 Ox=0
o 0,03 Bx=1
= 0,025 e
= 0.02 Bx=3
g =4
&
= 0,015 i
0,01 Bx=h
0.005 Bx=7
0 BAx=8
Bx=4
Bx=10

Rysunek 1. Sktadowe rozktadow B(N, 0,6) i P(7,4).

Opracowanie wlasne
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Rysunek 1 przedstawia wykres kolumnowy poszczegoélnych sktadnikéw sumy

n n X n
0,6°0,4"" 74 et = 1,5°2,96 e ", za pomoca ktorych wyznaczany jest
x n! x!(n—x)!

rozktad P(X = x) mieszanki B(N ,0,6)/A>P(7,4). Dokonujemy tego, sumujac dla
wybranego x na osi X dlugosci wszystkich stupkow histogramu wzdtuz osi N.

Ostatecznie otrzymujemy w tym przyktadzie dla wybranych parametréw rozktad
Poissona o parametrze rownym 4,44.

02
0,18 1
0,16
0,14
0,12
0.1
0,08
0,06
0,04
0,02
0 .|

P(X=x)

Rysunek 2. Rozktad P(4.,44) = B(N;O,6){V\P(7,4)
Opracowanie wiasne.

Przyklad 2.

Zauwazmy, ze jezeli mamy praktycznie pewno$¢, ze nieznany parametr
przyjmuje warto$¢ €, rozktad ztozony sprowadza si¢ do zwyktego rozkladu.
Niech

PlO=6,)=1
P(X =x)=E,(P(x =0))= /Z)O:P(X -0, )P(0=0,)=
-P(x = Ao, )
S(2)=E,(r(0))= r(e,)
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Przyklad 3.

Znalez¢ rozklad bedacy zlozeniem rozktadu dwumianowego o nieznanym
parametrze P, ktoérego rozktad jest rozktadem beta o parametrach a i b.

B(N, P)n Beta(a,b)

it i

rozktad dwumianowy rozktad beta Beta(x+a,n—x+b)

n
( ]Beta[x +a,n—x+ b]
x

Beta[a,b]

b

gdzie Beta[a,b]= ((a)l;(:))

Jest to rozktad beta-dwumianowy, ktory oznacza si¢ symbolem BB(n, a, b).

Przyklad 4.

Znalez¢ rozktad bedacy ztozeniem dwoch rozktadow dwumianowych
B(N, p)B(m.q)

Wtedy

n

n=x

PX =x)= i(n}f‘(l - P)H(m}]" (1-g)"" =

m

) e x>vl(m n).[(ﬂ ) -
_xl(r:zn! x)v( J 2 )' ( ) ]
("2 a-ar(C2 ) ’jj(pq)xo-pq)m-x

1—-¢g 1—-¢q

W wyniku otrzymuje si¢ rozktad dwumianowy B(m, pg).
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Interesujaca jest interpretacja mieszanki rozktadéw poprzez twierdzenie
Bayesa. Z (3) wynika, ze

Plo=0)P(x=x0=0,)

=1
2T M)
dla 8 dyskretnego
ZP(@ = Hi)f(x|9/') _1
720 A (x)
J #(0)P(x = o = e)de »
o P(X x) .
dla @ ciaglego
J- 7T x|6’ _
Q

Wstawiajac za mianowniki wyrazenia z (3), otrzymujemy pod znakami sum lub
catek wzory analogiczne do wzoréw Bayesa, skad wynika, ze funkcje podcat-
kowe sa rozktadami aposteriori dla rozktadow apriori 7(6) dla przypadku ciagle-
g0 1 P(@ = ¢) w przypadku dyskretnym

Plo=0,)P(x =50 =0,)
Z{;P(@zﬁj)P(X —xo=0,)

(@ " ) (x|9 ) dla @ dyskretnego,

ZP(@ ‘9) (x|8j)

J20

PlO=0|x=x)=

Ae=6,)=

_ 2(e)P(x =x0=6)
wlel)= [o)P(x =xo=0)0

#(olx)- _ #(0)r(xe)
[EQRT

e}

dla @ ciagtego.

Stad

Plx=x)=Y Plo=0)x=x]

7>0

)= Plo-

j20

) dla @ dyskretnego,
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P(X =x =J. (6|x)d€
f x)=£7r(t9|x)d(9

Na zakonczenie przytoczone zostana twierdzenia majace zastosowanie
w analizie rozktadow zlozonych. Dla mieszanek rozkladow o niezaleznych roz-
ktadach F, F, i F; zachodza :

L (R AE)AF, ~F A(F,AF)
2. B(g(x))=E,(E,, (2(x)))
3. V(g(x)=V,[E,, (e(X)+E, (v, (e(x).

Dowod 1 dlarozktadow ciagtych:

dla @ ciagtego.

X~F\(x|6), 6 cQ, Y~FQy6), 6cid Z~Fx|6). Wtedy lewa strona
jest rowna

(Rl ) Elele.))y1(0)- [(Rle)ym(ale,) 0o, -
_”f x6,)1.(66.)1(6,)a6,a6,,
a prawa
F(x6,) ( £(0)6.)xF (0 j jf A6 XF 06.)5 (0 )jd@
_Hf1 6,)f. e|e) )d6,d6,,
co koficzy dowéd. Dla pozostatych przypadkéw przebiega on analogicznie.

Dowoéd 2:
E(g(X))=[ [ g(x)/(x,0)dxd0 = j f () ({)dxr(6)d
= [Eu(e(x)r(0)o = EQ(EX‘Q(g(X)))
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Summary

Mixture Distributions

Apart from elementary introduction into the problem of mixture distribu-
tions, in a great detail there are discussed the basic methods of estimation: max-
imum likelihood and method of moments. The paper ends with presentation of
compound distributions applied in insurance.



