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Mieszanki rozk adów 

1. Elementarne wprowadzenie 

Rozpatrzmy proste zdanie. 
Mamy 10 monet, w tym jest 8 prawid owych, a 2 s  zniekszta cone. Przy lo-

sowym podrzucaniu jedn  monet  mamy nast puj ce rozk ady: 

 P (orze  | prawid owa) = 
1

2
 

 P (reszka | prawid owa) = 
1

2
 

 P (orze  | zniekszta cona) = 
2

3
 

 P (reszka | zniekszta cona) = 
2

3
. 

Na przestrzeni zdarze  elementarnych{orze , reszka} okre lmy dwie zmienne 
losowe: 

 Y, X: {orze , reszka}  {0,1} 

w nast puj cy sposób: 

 X (orze ) = 0,   X (reszka) = 1, 

 Y (orze ) = 0,   Y (reszka) = 1. 

Rozk ady prawdopodobie stwa tych zmiennych s  nast puj ce: 
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Zmieszajmy wszystkie monety i okre lmy zmienn  losow  Z: {orze , reszka}  {0,1} 
której rozk ad jest nast puj c  mieszank  dwóch rozk adów: 
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Dla wi kszej przejrzysto ci przedstawmy t  mieszank  nast puj co: 
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Widzimy, e „zmiesza ” dwa rozk ady jest do  atwo i sens mieszanki dwóch 
rozk adów atwo jest zrozumie  na podstawie prostego eksperymentu losowego. 

O wiele trudniejszy jest problem odwrotny, polegaj cy na tym, e dany jest 
jaki  rozk ad, o którym wiadomo, e jest mieszank  i trzeba wyodr bni  sk a-
dowe tej mieszanki. 

Zauwa my przede wszystkim, e zadanie takie nie ma jednoznacznego roz-
wi zania. Istot  tego problemu rozpatrzmy na prostym przyk adzie rozk adu ze-
ro-jedynkowego. 

Dana jest pewna populacja polityków i wiadomo, e nie jest ona jednorodna. 
Na przyk ad wiadomo, e s  to jastrz bie i go bie lub e s  to zieloni i czerwo-
ni, wierni i niewierni itp. Przyjmijmy, e udzia  pierwszej podpopulacji ozna-
czony b dzie symbolem , za  szansa wylosowania osobnika nale cego do tej 
podpopulacji oznaczona b dzie jako 1 . Funkcj  rozk adu prawdopodobie stwa 

w ca ej populacji mo na wi c przedstawi  nast puj co: 

 1 2, , 1 ,Z X Yf z f x f y  
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gdzie 
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Problem polega na tym, aby okre li  prawdopodobie stwo 1  i 2  oraz struktur  

populacji, tzn. parametr . 

Istnieje wiele mo liwych rozwi za . Trzy rozwi zania przedstawiaj  poni sze 

rysunki: 
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Na rysunkach po lewej stronie mamy ten sam rozk ad, a po prawej ró ne 
rozk ady przedstawione za pomoc  wykresu kolumnowego. Ca a kolumna ozna-
cza prawdopodobie stwo dla danego x w rozk adzie b d cym sk adnikiem mie-
szanki. Zawarta w niej ciemniejsza kolumna oznacza t  cz  prawdopodobie -
stwa w danym rozk adzie P(X = x), która wchodzi do mieszanki rozk adów.  
Z powy szego widzimy, e nie ma rozwi zania jednoznacznego. 

Rozpatrzmy teraz przyk ad zwi zany z rozk adem dwumianowym. 
Za ó my, e grupa n osób spotyka si  regularnie w ka dy czwartek, 15 razy 

w ci gu jednego semestru. Korzystaj c z prawa gwarantowanego przez demo-
kracj , grupa ta przed ka dym spotkaniem decyduje poprzez g osowanie, czy ja-
ka  osoba ma wyg osi  referat, czy te  nie. Liczb  g osów za tym, aby wyk ad 
si  odby  w i-tym tygodniu, oznaczmy symbolem ik , i = 1, 2, ..., 15. 

Po zako czeniu semestru znane s  wyniki w postaci wektora 

1 2 15( , ,..., )k k kk = , gdzie {0,1,2,..., }ik nÎ . Poniewa  na wynik g osowania mo-

g  mie  wp yw ró ne czynniki losowe, takie jak: niewyspana noc, nieudana 
randka, przejedzenie itp., wektor k potraktujemy jako 15 realizacji zmiennej lo-
sowej K. 

Przyjmijmy, e prawdopodobie stwo g osowania „za” oznaczone jest sym-
bolem . Wówczas mo emy traktowa  zmienna losowa K jako zmienn  o roz-
k adzie dwumianowym K  B( , )n q . Oznaczmy funkcj  rozk adu prawdopodo-

bie stwa tej zmiennej w postaci ( ; , ),B k n q  tzn.: 

 knkk

n
CnkB 1,;  

Niezale nie od wymienionych zak óce  losowych ca a grupa mo e stanowi  
jednorodn  i zwart  spo eczno , mo e te  by  podzielona na pewne klasy lub kliki. 
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Oznaczmy liczb  klas symbolem c, czyli w przypadku grupy jednorodnej 
mamy 1c , za  w drugim przypadku ekstremalnym, gdy grupa sk ada si  tylko 
z samolubów, mamy c n . 

Zadanie, jakie tu jest rozwi zywane, polega na tym, aby na podstawie ob-
serwacji zmiennej losowej K: 

 1 2 15,...,k k k  

zidentyfikowa  klasy, z jakich si  sk ada ca a grupa. 
Rozpatrzmy zadanie mo liwie najprostsze, przyjmuj c, e w grupie s  dwie 

frakcje, np. go bi i jastrz bi lub do wiadczonych i nieopierzonych itp. Przyj-
mijmy ponadto, e osoby pierwszej klasy z prawdopodobie stwem 1q  g osuj  

„za”, osoby z drugiej klasy g osuj  „za” z prawdopodobie stwem 2 . 

Oznacza to, e osoby nale ce do klasy pierwszej post puj  zgodnie z roz-
k adem 1B( , )n q , za  osoby z klasy drugiej g osuj  zgodnie z rozk adem 2B( , )n q

. 
Przyjmijmy na koniec, e do pierwszej klasy nale y 1100 %  osób, za  do 

klasy drugiej 100 2 %, przy czym 1 2 1  oraz 1 0 , 2 0 . 

Przyj te wy ej za o enia oznaczaj , e ca a grupa jest „mieszank ” dwóch 
klas. To z kolei oznacza, e obserwowana funkcja rozk adu ,; nkB  jest mie-

szank  dwóch rozk adów: 

 1 1 2 2( ; , ) ( ; , ) ( ; , )B k n B k n B k n   k = 0,1,2,...,n. 

Sformu owane wy ej zadanie identyfikacji klas oznacza teraz, w uj ciu pro-
babilistycznym, estymacj  parametrów 1 2 1 2, ,  i . Poniewa  1 2 1 , to 

zadanie polega ma estymacji trzech parametrów : 1 1 2, , . 

W celu uproszczenia zapisów, zamiast 1  stosowany b dzie symbol . 

Zadanie polega na estymacji parametrów funkcji rozk adu prawdopodobie -
stwa: ( ; , )B k n q . 

Za ó my, e w grupie s  tylko dwie osoby, tzn. n = 2. 
W celu identyfikacji klas nale y wówczas rozwi za  nast puj cy uk ad równa : 

 1 2(0;2, ) (0;2, ) (1 ) (0;2, )B B B  

 1 2(1;2, ) (1;2, ) (1 ) (1;2, )B B B  

 1 2(2;2, ) (2;2, ) (1 ) (2;2, )B B B  

wzgl dem niewiadomych 1,  i 2 . 
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Korzystaj c z definicji funkcji rozk adu dwumianowego, uk ad ten zapisa  mo -
na nast puj co: 

 2 2
1 2(0;2, ) (1 ) (1 )(1 )B  

 1 1 2(1;2, ) 2 (1 ) (1 )2(1 )B  

2

2

2

1 1,2;2B  

Zauwa my, e 

0 0

( ; , ) (1 ) 1
n n

k k n k

n

k k

B k n C

 

czyli w powy szym uk adzie trzech równa  z trzema niewiadomymi jedno rów-
nanie zale y liniowo od dwóch pozosta ych. Oznacza to, e uk ad powy szy nie 
ma jednoznacznego rozwi zania. Klasy s  nieidentyfikowalne.  

Rozpatrzmy wi c przypadek, gdy n > 2. 
Za ó my, i  wiadomo, e liczba podpopulacji jest znana, oznaczmy j  sym-

bolem c. 
Rozk ad analizowanej cechy w ka dej podpopulacji jest taki sam z dok ad-

no ci  do parametrów. 
Oznaczmy go symbolem ( ; )f x , gdzie  jest tym parametrem. W dalszej 

cz ci opracowania przyjmuje si , e jest on skalarem. 
Rozk ad w ca ej populacji jest nast puj c  mieszank : 
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gdzie ),...,,,...,( 11 cc
   . 

Poniewa  0i oraz 
1

1
c

i

i

, to wektor ),,...,( 1 c
 mo na interpre-

towa  jako rozk ad prawdopodobie stwa na przestrzeni , tak e 

 ).
~

(
ii

P  

Do estymacji sk adowych wektora  stosowane s  ró ne metody. 

W kolejnych paragrafach dok adnie omówione s  dwie z nich: 
1) metoda najwi kszej wiarygodno ci, 
2) metoda momentów. 
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2. Metoda najwi kszej wiarygodno ci 

Za ó my, e dane s  obserwacje 

 1 2, ,..., nx x x  

zmiennej losowej X, której funkcja rozk adu prawdopodobie stwa jest f(x). 
Funkcja wiarygodno ci tych obserwacji jest nast puj ca: 

 
c

i

iji

n

j

n

j

iccn xfxfxxL
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111 );()(),...,,,...,;,...,( . 

Oznaczmy jej logarytm jako l, tzn.: 

 1 1 1log ( ,..., ; ,..., , ,..., )c cl L x x . 

Poniewa  nieznane parametry i  musz  spe nia  warunek 

 
1

1 0
n

i

i

, 

to maksymalizacji funkcji l dokonujemy za pomoc  metody mno ników La-
grange’a. Funkcj , któr  trzeba maksymalizowa , oznaczmy tym samym symbo-

lem. Ma wi c ona nast puj c  posta : 

 
c

i

c

i

iiji

n

j

xfl
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1);(log  

gdzie  jest to mno nik Lagrange’a. 

W celu okre lania nieznanych parametrów trzeba wi c rozwi za  nast puj -

cy uk ad równa : 

 0
i

l
 

 0
i

l
 

Rozwi my lewe strony pierwszego zestawu równa : 
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Podobnie przedstawione s  rozwini cie lewej strony drugiego zestawu równa  
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W celu okre lenia parametrów i  oraz i  nale y rozwi za  nast puj cy uk ad 

dwóch zestawów równa : 
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Mno c stronami równania pierwszego zestawu przez i  i sumuj c po wszyst-

kich i, uzyskujemy: 
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W ten sposób zosta  wyznaczony nieokre lony mno nik Lagrange’a. 

Korzystaj c z tego, e ,n  pierwsze równanie mo na zapisa  nast puj co: 
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Pomnó my je stronami przez i  i uzyskamy 
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Poniewa  udzia y i  mieszanki rozk adów traktujemy jako nast puj ce 

prawdopodobie stwo: 

 ( )i iP , 

to uzyskujemy nast puj ce równanie: 
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Zamiast oznaczenia 
i

P
~

 wprowad my proste oznaczenie pi oznaczaj -

ce w dalszym ci gu prawdopodobie stwo przynale no ci dowolnej obserwacji 

do i-tej podpopulacji (klasy). Przedstawmy teraz powy sze równanie w postaci: 
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Bez wi kszego trudu rozpoznajemy pod znakiem sumy wzór Bayesa: 
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j
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Korzystaj c z twierdzenia Bayesa, ostatecznie otrzymujemy nast puj ce 

równanie: 
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 nxiP
i
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j

j
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gdzie j
xiP  oznacza prawdopodobie stwo, e obserwacja 

j
x  nale y do i-tej 

podpopulacji (i-tej klasy). Dziel c stronami to równanie przez n, wyznaczamy 
nieznan  wielko  i , któr  traktujemy jako estymator parametru i . 

Jako estymator parametru i  przyjmiemy nast puj ce wyra enie: 
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W celu uzyskania wyra enia okre laj cego estymatory parametrów i  przed- 

stawmy drugi zestaw równa  w postaci: 
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Korzystaj c ponownie w podobny sposób z twierdzenia Bayesa, uzyskujemy: 

n

j i
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j

xf
xiP

1

0
);(log

)|(   ,  i = 1, 2, ..., c. 

Estymatory ˆ
i  parametrów i  uzyskujemy jako rozwi zania uk adu równa , do 

którego nale y podstawi  konkretne postaci 
ii

xf ; . 

Rozpatrzmy konkretny przyk ad liczbowy w przypadku mieszanki dwóch 

rozk adów dwumianowych. Funkcja rozk adu prawdopodobie stwa jest równie  

nast puj ca: 
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Funkcja wiarygodno ci próby 

 1 2, ,..., nk k k  

jest nast puj ca: 

 1 2 1 2 1 2
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Estymator parametru  okre lany jest nast puj co: 
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gdzie j
kP 1ˆ  oznacza estymator prawdopodobie stwa tego, e obserwacja ik  

pochodzi z pierwszej klasy. Zgodnie z twierdzeniem Bayesa mamy: 
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St d te  równania powy sze przyjmuj  nast puj c  posta : 
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Pomnó my pierwsze równanie przez 
11

ˆ1ˆ , a drugie przez 
22

ˆ1ˆ  i za-

piszmy te równania w nast puj cej postaci: 
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Rozwi zanie tego uk adu równa  uzyskujemy bardzo atwo, a mianowicie dzie-

l c stronami oba równania przez nm , ostatecznie otrzymujemy: 
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gdzie rednie 1k  s  rednimi wa onymi liczby sukcesów dla pierwszego sk ad-

nika mieszanki, a 2k  dla drugiego sk adnika. Bezpo rednie korzystanie z tych 

wzorów w celu obliczenia warto ci estymatorów 
21

ˆ i ˆ,ˆ  jest niemo liwe, 

gdy  do obliczenia na przyk ad ˆ  potrzebna jest znajomo  warto ci j
kP 1ˆ , 

z kolei do obliczania j
kP 1ˆ  potrzebna jest znajomo  ˆ . Trudno  obliczenio-

w  omija si , stosuj c iteracyjnie kolejne przybli enia potrzebnych warto ci. 

Rozpatrzmy sposób takiego post powania na fragmentarycznym przyk a-

dzie. Za ó my, e rozk ad zmiennej losowej K jest mieszank  dwóch rozk adów 

dwumianowych: 

 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2( ; , , , ) (1 ) (1 )k k m k k k m k

m mf k C C  

przy czym 

 20m  
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1
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5

4
1 , 

5

3
2  

Za ó my, e parametry rozk adu nie s  znane, znamy za  nast puj ce obserwacje: 

 2, 3, 8, 12, 15, 1, 9, 3, 19. 
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W celu obliczenia warto ci estymatorów parametrów 121 ,,  i 2 , przyjmij-

my nast puj ce warto ci pocz tkowe: 

 2,0)0(
1 , 5,0)0(

1 , 6,0)0(
2  

Na ich podstawie obliczymy warto ci 
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Pozosta e warto ci 
j

kP 1ˆ  s  równe odpowiednio: 0,1432, 0,0472, 0,9353, 

0,3606, 0,8653 i 0,0097. 

Po obliczeniu tych warto ci, obliczamy warto ci 
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)|1(ˆ...)|1(ˆ(

9

1
ˆ

9

)1(

1

)1()1(

1
kPkP  

oraz warto ci (1)

1
ˆ  i 1

2
ˆ  

 1902,0
5909,420

4615,17

1ˆ...1ˆ

1ˆ19...1ˆ2

20

1ˆ

9

1

1

1

9

1

1

1

1

1
kPkP

kPkP
 

 
9

1

1

1

9

1

1

1

9

1

1

1

9

1

1

1

1

2
1ˆ...1ˆ9

2ˆ19...2ˆ2

20

1

2ˆ...2ˆ

2ˆ19...2ˆ2

20

1ˆ

kPkP

kPkP

kPkP

kPkP
 

gdzie (2 | ) 1 (1| )j jP k P k= - . St d 6185,0
4091,420

5385,54ˆ 1

2 . 

Obliczone warto ci 
)1(

1
ˆ , 

)1(

2
ˆ , )1(

1
ˆ , i )1(

2
ˆ  wykorzystujemy do obliczenia warto-

ci 
)2(

1
ˆ , 

)2(

2
ˆ , )2(

1
ˆ , )2(

2
ˆ . 

I I 
I I 

I I 
I I 
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Procedur  powtarzamy tak d ugo a  kolejne przybli enia 
j

r

j

r kiPkiP 1   

b d  si  ró ni y nie wi cej ni  zadana wcze niej ma a liczba 0 , tzn. 

 j

r

j

r

ji
kiPkiP 1

,
max , 

gdzie r oznacza numer iteracji oblicze . 

3. Idea metody momentów 

Istota tej metody polega na tym, e trzeba okre li  pewn  funkcj  „teore-
tyczn ”, której argumentami s  oceniane parametry. Oznaczmy j  jako . 

Oprócz tego trzeba okre li  jej odpowiednik empiryczny, którego argumentami 
s  zaobserwowane warto ci zmiennej losowej. Oznaczmy t  statystyk  jako 

n
XXXT ,...,, 21 . Estymacji parametru  dokonujemy poprzez „rozwi zanie” 

nast puj cego równania: 

 
n

XXXT ,...,, 21  

wzgl dem niewiadomej . 
Symbolicznie zapiszmy wi c w postaci: 

 n
XXXT ,...,,ˆ

21
1  

Zamiast rozwi zywania równania, mo na minimalizowa  pewn  funkcj  b du: 

 
n

XXXT ,...,, 21  

Jeden z prostszych sposobów takiego post powania polega na tym, e funkcje 

n
XXXT ,...,, 21  definiowane s  jako momenty empiryczne, w ten sposób aby 

 k
n

i

k

i
XX

n
E

1

1

. 

Przedstawiony wy ej ogólny schemat post powania rozpatrzmy na konkretnym 
przyk adzie mieszanki dwóch rozk adów dwumianowych. 

W przypadku zmiennych losowych typu dyskretnego, szczególnie tych 
o charakterze dwumianowym, zamiast momentów „addytywnych” postaci 

 
i

k

i

k

k
pxXE  

wygodniejsze s  tzw. momenty multiplikatywne. 
Momentem multiplikatywnym rz du k nazywa si  wyra enie: 

I I I I 

I I I I 



 Mieszanki rozk adów 201 

 
i

i

k

ik
px ,   k = 1, 2, ... 

gdzie 

 11 kxxxx iii

k

i . 

Trzy kolejne momenty tego typu wzgl dem zera s  wi c nast puj ce: 

 
ii

px1  

 
iii

pxx 12  

 
iiii

pxxx 213  

Na podstawie próby losowej 
nXXX ,...,, 21  momenty empiryczne okre la si  

nast puj co: 

 .
1

i

k

ik
X

n
M  

Rozpatrzmy mieszank  dwóch rozk adów dwumianowych 

 2211 ,;B,;B, mxmxxf  

gdzie 

 xmxx

m
Cmx 1,;B ,   x = 0, 1, ..., m 

Dokonamy estymacji parametrów 2121 ,,,  metod  momentów, korzy-

staj c z próby prostej 
nXXX ,...,, 21 . 

Okre lmy trzy pierwsze momenty empiryczne: 

 
n

i

k

ik
X

n
M

1

1
,   k = 1, 2, 3 

Mo na sprawdzi , e 
  

 22111 m  

 2
22

2
112 1mm  

 3
22

3
113 21 mmm  
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Porównuj c momenty empiryczne z teoretycznymi, otrzymujemy nast puj cy 

uk ad równa : 

 
n

i

i
x

mn 1
2211

1

 
 

 
n

i

ii
xx

mmn 1

2
22

2
11)1(

1

1

 
 

 
n

i

iii xxx
mmmn 1

3
22

3
11)2)(1(

)2)(1(

1

 
 

Ten uk ad trzech równa  trzeba rozwi za  wzgl dem trzech niewiadomych 

211  i ,  gdy  .1 12  

W celu uproszczenia zapisów przyjmijmy, e lewe strony oznaczone b d  sym-
bolami l1, l2 i l3, za  zamiast 1 stosowany b dzie symbol  i w konsekwencji 

2 = 1  . Powy szy uk ad równa  przyjmuje nast puj c  posta : 

 211 1l  

 2
2

2
12 1l  

 3
2

3
13 1l  

Z pierwszego równania wyznaczymy : 

 
21

21l  

Podstawmy to wyra enie do drugiego równania: 

 2
22121

2
2

2
2

2
1

21

212
2

2
2

2
1

2
2

2
2

2
12 l

l
l  

Uzyskamy st d równanie: 

 02
2
22121 ll , 

w którym s  dwie niewiadome 1 i 2. 
W celu wyeliminowania jednej z nich obliczmy ró nic  

 213 lll  

i podzielmy j  przez 2
12 ll . 
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 2
2121213 ))()(1(lll  

 2
21

2
12 ))(1(ll  

po podzieleniu uzyskujemy 

 212
12

213

ll

lll
 

Po podstawieniu do uzyskanego równania otrzymujemy: 

 02
2
22

12

213
21 l

ll

lll
l  

Wprowad my oznaczenie 

 
2

12

213

ll

lll
B  

Powy sze równanie przyjmie wówczas posta : 

 02
2
221 lBl . 

Zapiszmy je nast puj co: 

 02
2
2 CB  

gdzie 

 21 lBlC  

Uzyskali my równie drugiego stopnia. Ma ono dwa rozwi zania, które traktuje-

my jako estymatory ,ˆ,ˆ
21

gdy 042 CB . 

Czyli 

 
2

4ˆ
2

1

CBB
 

 
2

4ˆ
2

2

CBB
 

Na ich podstawie uzyskujemy estymator ˆ  

 
21

21

ˆˆ

ˆ
ˆ

l
. 
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zmienne losowe Xi maj  ró ne rozk ady. Rozk ad tej mieszanki w przypadku 
dyskretnym ma posta  

 
r

i

ii
xXPxXP

1

 (1) 

lub gdy X jest zmienn  losow  ci g  

 
r

i

ii
xfxf

1

, (2) 

przy czym 

 1,,10
1

r

i

ii
ri  oraz   dla  

Symbol ri ,1  oznacza to samo, co i = 1, 2, …, r. 

Przygl daj c si  wagom w powy szych wzorach, nietrudno zauwa y , e 

mog  by  one interpretowane jako warto ci prawdopodobie stw z pewnego roz-

k adu. Zdanie to na razie nic nie znaczy, póki nie powiemy, czego te prawdopo-

dobie stwa maj  dotyczy .  

Za o my, e g sto ci f(x) oraz prawdopodobie stwa P(X = x) zale  od 

pewnego parametru , którego warto  jest nieokre lona. Zapiszemy t  zale -

no  jako f(x| ) oraz P(X = x| ). Jako miar  tej nieokre lono ci mo emy 

przyj  pewien rozk ad o g sto ci ( ) lub P( j) = pj, dla kj ,1 . Wówczas 

wzory (1) i (2) mo na zapisa  jako: 

 

0

0

j

jj

j

jj

xfPxf

xXPPxXP

 dla   dyskretnego, 

  (3) 

 
dxfxf

dxXPxXP

 dla   ci g ego,  

gdzie  jest przestrzeni  parametrów. Uwa ny czytelnik zwróci uwag , e po 

prawej stronie wzorów (3) mamy warto ci oczekiwane pewnych funkcji, który-
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mi s  prawdopodobie stwo lub g sto . Powy sze wzory mo na wi c zapisa  
w równowa nej postaci  

 
.

,

 

 

xfExf

xXPExXP
 

Dalszym uogólnieniem tych wzorów mo e by  mieszanka rozk adów ze 
wzgl du na pewien podzbiór parametrów w przypadku, gdy parametr  jest 
wektorem parametrów jak np. w rozk adzie normalnym , . Mieszanki 

rozk adów tego typu cz sto s  nazywane rozk adami z o onymi i oznaczane s  
specjalnym symbolem  

 xf  

 xXP  

który odczytujemy w nast puj cy sposób: rozk ad z o ony jest z o eniem dwóch 
rozk adów (mo e ich by  wi cej) – rozk adu zmiennej losowej X, który jest 

okre lony z dok adno ci  do nieznanego parametru  , którego rozk ad  ( ) jest 

znany. 

Ogólniejszy zapis ma posta  

 
BA

FF , 

gdzie po lewej stronie mamy rozk ad X ze zmiennym parametrem  , a po pra-

wej stronie rozk ad zmiennej . 

Przyk ad 1. 

Rozwa my rozk ad typu: 

 P,B
N

pN . 

Odczytuj c ten symbol, widzimy, e jest to mieszanka rozk adu dwumianowego 

o nieznanej liczbie do wiadcze  x1, x2, …, xN wykonanych wg schematu Ber-

noulliego. Niepewno  co do warto ci N okre lamy za pomoc  rozk adu Poisso-

na z parametrem . Oczywi cie parametry p i  nie musz  by  znane i wtedy s  

estymowane na podstawie wyników próby losowej. Zauwa my, e skoro w pró-

bie o nieokre lonej liczbie N obserwacji odnotowano x sukcesów, to liczba ob-

serwacji musi by  co najmniej x.  
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p

x

px

k

k

x
xnk

xn

xn

x

xn

xnx

xn

PnN

n

pnxX

xnx

N

e
x

p
ep

x

e

k

p
p

x

e

xn

p
p

x

e

xn

pp

x

e

e
n

pp
x

n
nNxXPxXP

!!!

1

!

!

1

!!

1

!

!
1E

1

0

)(
Pr

),
Pr

rozk adu  z 
e stwoawdopodobi

B(rozk adu  z 
e stwoawdopodobi

 

Jak wida , mieszanka ma rozk ad Poissona o parametrze p, co symbolicznie 

mo na zapisa  

 P,BP
N

pNp  

 
Rysunek 1. Sk adowe rozk adów B(N, 0,6) i P(7,4). 

Opracowanie w asne 

0,045 

0,04 

0,035 
□x=0 

z O,o3 □x=1 

~ 0,025 mx=2 

-~ llx=3 

5 O,D2 ... ■x=4 
.s: 0,015 N lllx=5 

0,01 Elx=6 

D,005 Eilx=7 

o mx=B 

■x=9 

Elx=10 

x=0 
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Rysunek 1 przedstawia wykres kolumnowy poszczególnych sk adników sumy 

4,74,7

!!

96,25,1

!

4,7
4,06,0 e

xnx
e

nx

n nxn

xnx , za pomoc  których wyznaczany jest  

rozk ad P(X = x) mieszanki 4,7P6,0,B
N

N . Dokonujemy tego, sumuj c dla 

wybranego x na osi X d ugo ci wszystkich s upków histogramu wzd u  osi N. 

Ostatecznie otrzymujemy w tym przyk adzie dla wybranych parametrów rozk ad 

Poissona o parametrze równym 4,44. 

 
Rysunek 2. Rozk ad P(4,44) = 4,7P6,0;B

N
N   

Opracowanie w asne. 

Przyk ad 2. 

Zauwa my, e je eli mamy praktycznie pewno , e nieznany parametr 

przyjmuje warto  0, rozk ad z o ony sprowadza si  do zwyk ego rozk adu. 

Niech 

 1
0

P  

to 

 

.E

,

E

0

0

0

xfxfxf

xXP

PxXPxXPxXP
j

jj

 

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16

0,18

0,2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P
(X

=
x

)

X

I 

I 
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Przyk ad 3. 

Znale  rozk ad b d cy z o eniem rozk adu dwumianowego o nieznanym 
parametrze P, którego rozk ad jest rozk adem beta o parametrach a i b. 

 baBetaPN
P

,,B  

,
,

,

1
,,

1
1

,

1

0

11
1

0

11

baBeta

bxnaxBeta
x

n

dppp
baBeta

x

n

dp
baBeta

pp
pp

x

n
xf

bxnaxBeta

bxnax

ba
xnx

beta rozk addwumianowy rozk ad  

gdzie 
ba

ba
baBeta , .  

Jest to rozk ad beta-dwumianowy, który oznacza si  symbolem BB(n, a, b). 

Przyk ad 4. 

Znale  rozk ad b d cy z o eniem dwóch rozk adów dwumianowych 

 qmpN
N

,B,B  

Wtedy 

 

xmx

xm

m

x

m

xn

xn

m

x

m

xn

n

m

x

m

xn

nmnxnx

pqpq
x

m

q

qp
q

q

pq

x

m

q

qp

nmxn

xm
q

q

pq

xmx

m

q

qp

nmxn
q

p

p

x

m

qq
n

m
pp

x

n
xXP

11
1

1
1

1

1

1

!!

!
1

1!!

!

1

1

!!

1
1

1!

!

11

 

W wyniku otrzymuje si  rozk ad dwumianowy B(m, pq). 



210 Witold Miszczak, Walenty Ostasiewicz 

Przykad 5. 

Niech bdzie dana gsto rozkadu gamma G(, ): 

 . 0 , 0 , 0 ,
1

x
e x

x f

x

      

Znale mieszank rozkadu Poissona P() z powyszym rozkadem: 

 , G P. 

W wyniku oblicze otrzymuje si 

1

1

1 1

1

1

1

1 ! ! 1

! 1

1 !

1

1

1

!

1

!

1

!

1

0

1

1

0

1

1

0

1

x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
d e

x
x

x

d e
x

d e e
x

x X P

 

 

Zoenie jest rozkadem ujemnym dwumianowym oznaczanym symbolicz-

nie przez NB(, ). 

Przykad 6. 

Znajdmy rozkad , G
1

, 0 N, gdzie  > 0. Na podstawie wzorów 

(3) dla obu rozkadów cigych  mamy 

2

1
2

00

1

2 2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

2
2

x

d e d e
e

d x f x f

x x

 

Jest to rozkad Studenta o parametrach  i . 

_t 

_t _t 
-- --

- _f 

_f 
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Interesuj ca jest interpretacja mieszanki rozk adów poprzez twierdzenie 
Bayesa. Z (3) wynika, e  

odyskretneg  dla  

1

1

0

0

j

jj

j

jj

xf

xfP

xXP

xXPP

     

 ci g ego  dla  

1

1

d
xf

xf

d
xXP

xXP

 

Wstawiaj c za mianowniki wyra enia z (3), otrzymujemy pod znakami sum lub 
ca ek wzory analogiczne do wzorów Bayesa, sk d wynika, e funkcje podca -
kowe s  rozk adami aposteriori dla rozk adów apriori ( ) dla przypadku ci g e-
go i P(   = ) w przypadku dyskretnym 

   dla  

0

0

j

jj

jj

j

j

jj

jj

j

xfP

xfP
xP

xXPP

xXPP
xXP

dyskretnego, 

     dla  

dxf

xf
x

dxXP

xXP
x

ci g ego. 

St d 

   dla  

0

0

j

j

j

j

xPxf

xXPxXP

dyskretnego, 



212 Witold Miszczak, Walenty Ostasiewicz 

   dla  
dxxf

dxxXP

ci g ego. 

Na zako czenie przytoczone zostan  twierdzenia maj ce zastosowanie 
w analizie rozk adów z o onych. Dla mieszanek rozk adów o niezale nych roz-
k adach F1, F2 i F3 zachodz  : 

1. 321321 ~ FFFFFF  

2. .EEE XgXg
x

 

3.  XgXgXg
xx

VEEVV . 

D o w ó d  1  dla rozk adów ci g ych: 

X ~ F1(x| 1),   1 Y ~ F2(y| 2),   2 Z ~ F3(x| 3). Wtedy lewa strona 
jest równa 

 
,

2 1

2

121

212321211

223212112321211

ddffxf

dfFxFFFxF

 

a prawa 

 
,

1 2

1

221

122321211

123212112321211

ddffxf

dFFxfFFxF

 

co ko czy dowód. Dla pozosta ych przypadków przebiega on analogicznie. 
 

D o w ó d  2 :  

 
XgdXg

ddxxfxgdxdxfxgXg

xX

XX

EEE

,E
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Dowód 3: 

. E V V E E E E E

E E E E E E E

E E E E E E E E

E E E E V

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

X g X g X g X g

X g X g X g X g

X g X g X g X g

X g X g X g X g X g

x x X X

X X X X

X X X X

 

Przykad 7. 

Obliczy parametry rozkadu mieszanki , G P. Warto oczekiwa-

na jest równa 

 
, P

2
E E E E

G oczekiwana  warto  oczekiwana  Warto

X X px 

a wariancja 

 1 E V V E E V V
2

X X Xx x 

Przedstawione w artykule rozkady zoone w tym ujciu su przede wszyst-
kim do konstruowania nowych rozkadów. Nie zawsze udaje si uzyska ich po-

sta analityczn. Przykadem tego jest rozkad p T
T

ny Geometrycz , 0 N, 

gdzie nie jest znana analityczna posta nastpujcej sumy 

 
1

2

1
2

2

2

1

t

t

x t

e
t

p p
x f. 

W takim przypadku do oblicze naley uy metod numerycznych. Za pomoc 
wyej podanych wzorów mona wyliczy warto oczekiwan tego rozkadu, 
która jest równa zeru i wariancj w tym przypadku postaci p /

2
. Zadajc wa-

riancj rozkadu zoonego, np. równ 1, mamy warunek 
2

p. Znajc p, 

mona wyznaczy , co upraszcza obliczenie powyszej sumy. 
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Summary 

Mixture Distributions 

Apart from elementary introduction into the problem of mixture distribu-
tions, in a great detail there are discussed the basic methods of estimation: max-
imum likelihood and method of moments. The paper ends with presentation of 
compound distributions applied in insurance. 


