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1. Wprowadzenie

W przypadku szacowania parametréw Tablic Trwania Zycia (TTZ) proba lo-
sowa ustalana jest i pobierana w tym samym momencie czasu (por. [3]). Probe
stanowi grupa noworodkow (generacja), ktora obserwowana jest od momentu
urodzenia az do momentu zgonu ostatniej jednostki populacji, czyli okoto 100
lat. Liczebnos¢ populacji sukcesywnie zmniejsza si¢, co jest powodowane wy-
mieraniem populacji. W tym badaniu $mier¢ jest jedynym powodem ubytku jed-
nostki z populacji. Parametry tablic obliczane sa na podstawie liczby zgonow
i liczby dozywajacych okreslonego wieku.

W pracy niniejszej rozpatrywane jest badanie (por. [2, 5]), w ktéorym ustalo-
ny jest okres jego trwania, natomiast badane jednostki moga si¢ zglaszaé na ba-
danie w dowolnym momencie jego trwania i obserwowane sa do czasu $mierci
lub zakonczenia badania, w zaleznosci — co zdarzy si¢ wczesniej. Zdarzeniem
obserwowanym jest czas przezycia. Powodem zmniejszania si¢ populacji w tym
przypadku jest $§mier¢, ale rowniez moze to by¢ wycofanie sig¢ jednostki z bada-
nia z innych niz $§mier¢ powodow. Taka jednostke tracimy z pola widzenia, a in-
formacj¢ o jej przezyciu nazywa si¢ informacja utracong lub cenzurowana.
Mozna by oczywiscie z takich obserwacji zrezygnowaé, ale bylaby to strata.
Traktuje sig je wigc jako niepelne i wykorzystuje, poniewaz niosa z soba pewne
informacje. W badaniach medycznych taka sytuacja zdarza si¢ bardzo czgsto, na
przyktad jesli badany jest czas przezycia populacji, ktéra poddana byta skompli-
kowanej operacji.

W tego rodzaju badaniach oceniane jest prawdopodobienstwo przezycia
rocznych przedziatow lub funkcja przezycia.

Niech N, oznacza liczbg jednostek, ktore dozyly do x rocznicy udziatu

w badaniu, czyli do poczatku przedziatu (x,x+1), i niech p_ oznacza prawdo-
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podobienstwo, ze jednostka, ktora dozyta do momentu x, przezyje 1 rok, to
znaczy do konca przedziatu (x,x+1). Grupe oséb dozywajacych momentu x

mozna podzieli¢ na dwie roztaczne podgrupy o liczebnosciach odpowiednio
rownych m_in . Pierwsza grupg tworza osoby, ktére przystapily do badania
wcezesniej niz x+1 lat przed jego zakonczeniem, czyli sa obserwowane przez
caly okres czasu (x,x+1). Do drugiej grupy naleza badani, ktorzy przystapili do
badania mniej niz x+1 lat przed zakonczeniem badania, ale dluzej niz x lat.
Dla tych osob data zakonczenia obserwacji poprzedza ich x+1 rocznicg przy-
stapienia do badania. Sposrod m_osob grupy pierwszej, s, przezyje do konca
przedziatu i d_umrze, nie dozywajac x+1 rocznicy. W grupie drugiej poczat-
kowa liczba badanych wynosita n_. Sposrod tych badanych, d umrze przed
koncem przedzialu i w, przezyje do konca przedziatu. Ogoélna liczba zgonow
D_w przedziale (x,x+1) jest rowna d_ +d_. W grupie, ktora obserwowana jest
przez caly przedzial, liczba zgonow wynosi d_ i w grupie, ktora wczesniej zre-
zygnowala z badania, wynosi d,. Zaréwno liczba zgonow, jak i liczba dozywa-

jacych sa to zmienne losowe, ktore beda wykorzystane do estymacji prawdopo-
dobienstwa przezycia p_ iprawdopodobiefistwa zgonu ¢ .

Liczba 0s6b dozywajacych do konca przedziatu, sposréd oséb obserwowa-
nych przez caly okres (x,x+1), oznaczona jest jako zmienna losowa S, .

Zmienna ta ma rozklad dwumianowy B(m_, p ). Prawdopodobienstwo, ze s,
0s6b z tej grupy dozyje do konca przedziatu, jest rowne:

P(S, =s5.)= (”’ )pi‘ (I-p)" ™ = (”‘ )pi’ A-p)".

Oznaczmy przez p (4) prawdopodobienstwo dozycia do momentu wycofa-

nia si¢ osoby z badania, ktory jest momentem losowym nalezacym do przedziatu
(x,x+1). Grupa osob, ktore zrezygnowaly z badania, liczy n_ osoéb. Zmienna

losowa, oznaczajaca liczbg 0sob dozywajacych do momentu wycofania sig z ba-
dania, oznaczymy W,_. Zmienna ta ma rozktad B(n_,p (3)). Prawdopodobien-

stwo, ze w,_ 0sob z tej grupy dozyje do momentu wycofania si¢ z badania, jest
réwne:

POV, =w) =" Jp. (0" (1= p. ()" ;

gdzie d_=n,—w,.
Grupy jednostek wycofujacych si¢ z badania i pozostajacych pod obserwacja
przez caly okres badania sa niezalezne, tak wiec rozktad prawdopodobienstwa
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liczby dozywajacych jest dwuwymiarowym rozkladem dwumianowym o nieza-
leznych sktadowych. Funkcja wiarogodnosci dla estymacji parametru p,_ ma po-
stac:

Leep) =2 o a=p)* (o™ A= p. )" (1)

Jezeli do obliczenia p (3) przyjmiemy konkretna procedurg obliczeniowa,
to otrzymamy funkcjg wiarogodnosci dla estymacji parametru p_.

Gléwnym problemem jest wyrazenie prawdopodobienstwa dozycia do momen-
tu wycofania si¢ z badania p_(3) przez prawdopodobienstwo p_ przezycia roku.

2. Metoda aktuarialna

W metodzie tej (por. [1, 2, 5]) nie wyrdznia si¢ dwoch grup badanych: tych
obserwowanych przez caly okres badania i tych ktorzy sa obserwowani przez
cz¢$¢ okresu. Estymator prawdopodobienstwa przezycia okresu (x,x +1) ma na-

stepujaca postac:

gdzie D, oznacza 0gélng liczbg zgonéw w przedziale (x,x+1), N_ liczbg do-
zywajacych poczatku przedziatu i W, liczbg dozywajacych do konca przedziatu
jednostek, ktore wycofaty si¢ z badania.

Z postaci estymatora wynika, ze jednostki, ktore wycofuja si¢ z badania, ob-
serwuje sig tylko przez potowg okresu. Jezeli p, potraktujemy jako prawdopo-

dobienstwo sukcesu w N, —1W_ probach, to wariancja estymatora p_ okreslo-
na jest wzorem:

V(ip Y=——— D -§
(p,) N —tw D.9,

3. Estymator A

Przyjmuje si¢ zatozenie (por. [1, 2]), ze moment $mierci jednostek bioracych
udzial w badaniu jest losowy i ponadto moment wycofania si¢ z badania tez jest
losowy z przedziatu (x,x +1).
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Jezeli przyjmiemy, ze intensywnos¢ zgondéw wsrod osob wycofujacych sig
z badania jest taka sama jak 0sob bioracych udzialt w badaniu caty czas i ponad-
to, jest ona stata w catym przedziale, to prawdopodobienstwo p (4) mozna wy-

razi¢ nastgpujaco:

x+1 t

()= [ exp(-[ u(x)dr)ar

X

gdzie p(7)jest to intensywnos¢ zgondow osdb wycofujacych sig z badania. Jezeli

(@)= p,

gdzie p  jest intensywnoscia zgondw osob bioracych udziat w badaniu caly czas
1 ponadto intensywno$¢ zgondw jest stata w catym przedziale, to

j#(f)d T =j udr=—p (t—x)

stad
x+1

1 _ 1
p.(H)= [exp(~(t—x)u,dt =—(1-e") =~
d H, log p,

(-p,)

Korzystajac z powyzszej zaleznosci miedzy p (3) i p, oraz z postaci funkcji
wiarogodnosci (por. wzoér 1), otrzymujemy:
L,(x,p)=py(1=p)"™ (logp, " [A-p,)+logp,]"

Logarytmujac powyzsza funkcjg, a nastgpnie rozniczkujac ja wzgledem p.
i przyrownujac pochodna do zera, otrzymujemy nastgpujace rownanie:

s, d.+w,  n 4 d(-p)

X x

p. 1-p. plogp.  [(1-p)+logp, ]p,

Rozwigzanie tego rownania jest estymatorem najwigkszej wiarogodnos$ci para-
metru p._ .

Analityczne rozwigzanie tego rownania jest bardzo trudne, ale mozna w sposob
prosty znalez¢ rozwiazanie numeryczne.
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4. Estymator B

Kiedy osoba wycofuje si¢ z badania w sposdb losowy, wowczas $redni czas
jej przebywania w przedziale (x,x+1) wynosi potowe dtugosci tego przedziatu
(por. [2]), czyli przedzial (x,x+). Prawdopodobienstwo dozycia do momentu
wycofania, ktore oznacza si¢ p (3), jest nastgpujace:

p.(D)=exp(—L ) =exp(—u,)" = p:

Przyjmujac pf jako prawdopodobienstwo dozycia do wycofania si¢ z bada-

niail- pf jako prawdopodobienstwo zgonu przed wycofaniem si¢ z badania,

rozktad zmiennej losowej W jest nastgpujacy:

1
POV, =w)=(; o2 1= p2)".
Jak wida¢, liczba dozywajacych do potowy przedziatu ma rozktad dwumia-
nowy B(P,%a”x)-

Oczekiwana liczba dozywajacych i oczekiwana liczba zgondéw sg odpowied-
nio réwne:

EW)=np/” i E(D))=n(-p")
Funkcja wiarogodnos$ci ma postaé:
Ly(x,p)=p " (1= p )" (1= plH)"
Estymatorem p_prawdopodobiefistwa przezycia przedziatu (x,x+1)jest roz-
wigzanie nastgpujacego rownania kwadratowego:
((N,=3n)p, +3d.p” = (s, +5w,)=0
Rozwiazanie to jest nastgpujace (por. [2]):

2

~

| =3 A, — ), + )
: 2N, —%n)

Jest to ocena prawdopodobienstwo zgonu w przedziale (x,x +1).
Asymptotyczna wariancja estymatora p_dana jest w postaci wzoru:
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V(ﬁx)z% gdZie Mx =m, +nx(1+ﬁ)l(/2)—1

x

5. Estymator Elvebecka

Jezeli rozktad prawdopodobienstwa zgonow jest jednostajny w rozpatrywa-
nym przedziale, oznacza to, ze liczba dozywajacych w kazdym punkcie prze-
dzialu jest funkcja liniowa pomigdzy punktami x i x+1. W przypadku krétkich
przedziatéw interpolacja liniowa jest do$¢ doktadna (por. [5, s. 97]).
Prawdopodobienstwo przezycia do srodka przedziatu jest nastgpujace:

p.(3)=1-3q,=5+p,)

Podstawiajac do funkcji wiarogodnosci okre§lonej wzorem (1) powyzsze wyra-
zenie, otrzymuje si¢ funkcj¢ wiarogodnosci:

Ly(x,p)=pr(1-p)"(1+p)".

Na podstawie funkcji tej wyznaczany jest estymator p’ prawdopodobienstwa
przezycia w przedziale (x,x+1):

~E __ Wx_Dx +\/(W):_Dx)2+4Nxsx
T 2N, '

Asymptotyczna wariancja tego estymatora jest rowna:

o pi0=(p0))
V) = N )+ b —m (N )]

6. Estymator Droletta

W metodzie tej (por. [1]) nie rozpatruje si¢ obserwacji cenzurowanych. Ob-
serwacje dotyczace przezycia i $mierci rozpatruje si¢ w momencie koncowym
przedziatu (x,x+1). Stad tez n_ =0 1 m = N_ . Funkcja wiarogodno$ci w tym
przypadku ma postac:

L,(x,p,)=ps(1-p)*"

Estymator prawdopodobienstwa przezycia p” i jego wariancja wyrazaja si¢ na-
stepujaco:
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pr=x
m)(

ADAD

~ pvqx

V(pl)="2.
m

X

7. Estymator Kaplana—Meiera

Estymator ten (por. [1, 4, 5]) umozliwia doktadniejsze oszacowanie funkcji
przezycia niz estymatory poprzednio omowione. Przy jego konstrukcji wykorzy-
stuje si¢ uporzadkowane czasy trwania poszczegélnych jednostek bioracych
udzial w badaniu. Przez czas trwania jednostki rozumie si¢ dtugos$¢ okresu, ktory
minagt od momentu przystagpienia do badania do momentu $mierci lub do mo-
mentu wycofania si¢ z badania. W tym drugim przypadku czas przezycia nazy-
wa si¢ czasem cenzurowanym. Zatdézmy, ze w badaniu wziglo udzial /, osob

i ze ich obserwowane czasy trwania rowne sa fisty s, ), (niektore z tych cza-

sOw sa cenzurowane). Czasy trwania moga si¢ powtarza¢, wowczas uporzadko-
wany ciag czasOw przezycia jest krotszy i przyjmijmy, ze liczy on w elemen-
tow. Uporzadkowany ciag czasOw przezycia jest wowczas nastgpujacy:

ty <ty <ty <..<t,, gdzie f, oznacza k-ty co do wielkosci ukonczony czas
przezycia. Uporzadkowane czasy przezycia wyznaczaja granice przedziatow,
przy czym zaktada si¢, Zze zgon nast¢puje na poczatku przedziatu czasu trwania
(oznacza to przedzialy sa lewostronnie otwarte). Oznacza to, ze w pierwszym
przedziale <,/ )nie ma zgon6w. Pierwszy zgon ma miejsce w momencie f,).
Niech /, oznacza liczbg jednostek, dla ktorych czas przezycia jest wigkszy niz

!, lubrowny ¢, . Liczbg tych jednostek, dla ktorych zgon nastapit w momencie

{;, 0znacza si¢ d;,. Tak wigc estymatorem zgonu w przedziale czasu (¢, —¢,¢,)

()

d, . .
moze by¢ statystyka Z—’ , a estymatorem, ze osoba nie umrze w tym przedziale,

i

i i

statystyka . W przedziale (¢, , ¢,,, —&) nie ma zgondw, a wigc prawdo-

i

podobienstwo przezycia jest rowne 1.
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Prawdopodobienstwo  przezycia obu przedziatdéw  tacznie, czyli
(L — €51, + &), jest to iloczyn prawdopodobiefistw przezycia przedziatow

. . (1 —d,
(t,—&,t,>1(t, ,t, —¢&),czyli wynosi [’ 7 ’}

i

Jesli ¢ > 0, to

jest estymatorem prawdopodobiefistwa przezycia w przedziale (¢,,¢.,,, >.

Estymatorem funkcji przezycia w calym badanym okresie jest iloczynem warto-
sci funkcji przezycia w poszczegolnych przedziatach (7,7, >1 okreslony jest
nastepujaco:

SiKM zﬁ[lk ;dk].
k

k=1
Gdzie [, oznacza faczna liczbg osob dla ktorych czas przezycia przekracza ¢,
lub jest rowny 7, 1 d, jest liczba zmartych w momencie 7,,. Wariancja esty-
matora Kaplana—Meiera okre$lona jest wzorem:

= )Z{Z I (zkdi d, )}

k=1

Sposob konstrukcji estymatora Kaplana—Meiera przedstawiony zostanie na
przyktadzie czasow zaniku choroby (wyrazonych w tygodniach) u 18 jednostek
chorych na chorobe nowotworowa (por. [1]). Uporzadkowane czasy trwania sa
nastgpujace:

10,13%,18",19,23",30,36,38",547,56",59,75,93,97,104",107,107",107".

Liczby z gwiazdkami oznaczaja obserwacje cenzurowane.

Zaobserwowane czasy trwania podzielimy na przedzialy tak, ze zaobserwowane
wartosci ukonczonego czasu trwania wyznaczaja granice tych przedziatow
i zgony wystepuja na poczatku przedziatu. Przedziaty te sa nastgpujace:

<0,10),<10,19), < 19,30), < 30,36), < 36,59), < 59,75), < 75,93), < 93,97), < 97,107).
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Warto$¢ estymatora funkcji przezycia w pierwszym przedziale <{,f,,) jest na-
stepujaca:
l,—d, 18-0

[, 18

SKM
S =

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo przezycia w tym przedziale jest rowne 1.
Wariancja estymatora jest natomiast rowna:

_d 0
1(-1) 18(18-0)

V(SKy =

Prawdopodobienstwo przezycia przedziatu <10,19) oblicza si¢ podobnie.
Jest to liczba obliczona nastg¢pujaco:
l,-d, 18-1 17
I 1818

Prawdopodobienstwo przezycia obu przedziatlow (jezeli jednostki przezywaja
poszczegblne przedzialy niezaleznie), czyli warto§¢ funkcji przezycia poza mo-
ment czasu 10, jest iloczynem prawdopodobienstw przezycia obu tych przedzia-
tow. Czyli:

L—d, L-d, _ 18-1_17
l 1, 18 18

SZKM _
M=
Wariancja estymatora S 21< M jest nastepujaca:

2
V(S5 = [17j 4 , = [17) 0+ L 0,892-0,00327 = 0,00291
18) |1 -d) L(,—-d,)| 18 18(18-1)

Funkcja przezycia jest funkcja schodkowa przyjmujaca takie same wartosci
w catym przedziale. Warto$¢ ta jest rowna wartosci funkcji w momencie w kto-
rym nastapit zgon.

Obecnie policzone zostana wartosci estymatoréw w punktach 19, 30, 36, 59, 75,
93, 97 1 107. Wartosci estymatoréw oznaczone beda S3, S S S S S

g _h=d L=dy L=d, | 18-115-1_ | 17 14_ o0
L L 18 15 18 15

g _h—d L-d, L—dy l,—d, | 18-115-1 13-1_ 17 14 12_ . ..
A A A I, 18 15 13 18 15 13~
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l-d 1,-d, I,-d, I,-d, I.—d, I —d,

$ . . . . . _3,.

o , I, I, I I

=0,5594

>
>
(@)}
|
—_—

()]
wl|] o
—_—

=0,4662

=0,3729

W

-1

S, =S, -2—=0,2486

w ‘

Teraz policzone zostang wariancje estymatorow S, i S,.

dl dZ d3

V(§3)=0,88152{

1 1
J’_
18(18—1)  15(15-1)

= 0,88152[0 +

d d, d,

1

+ + =
Zl(ll _dl) lz(lz _dz) 13(13 _d3)}

J =0,00624

d

V(5'4):0,81372{

[ DR
18(18—1) 15(15—1) 13(13-1)

= 0,81372(0 +

+ + + 2 }:
Zl(ll_dl) lz(lz_dz) 13(13_d3) 14(14_d4)

J =0,0000901

Wariancje pozostatych estymatoréw podane zostana bez obliczen.

V(8,)=0,012
V(S,)=0,017
V(S,)=0,0199
V(S,)=0,02108
V(S,)=0,0205
V(S,,)=0,01943
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8. Estymator C

Niech ¢, oznacza moment zgonu (por. [2]) w przedziale (x,x+1) j-tej osoby
j=12,3,...,D,. Poniewaz zgon moze mie¢ miejsce w dowolnym punkcie prze-
dzialu, moment zgonu jest zmienna losowa ciagla o funkcji gestosci okreslonej
wzorem:

—u -t

f,x)=e" pu ="y =—p!-Inp,

gdyz

— 4y

e :—pxi/,llel’lpx, OSthl

Moment wycofania si¢ z badania z przedziatu (x,x+1) i-tej jednostki (ktory
oznaczamy 7,) sposrod w_ jednostek jest rowniez zmienna losowa ciagla
przyjmujaca wartosci z przedziatu miedzy zero i jeden. Funkcja gestosci tej
zmiennej losowej jest nastgpujaca:

T.,x)=e =" =ph 0<r7 <1 i=1,2,...,w
g i px i 9 &y )

X

Zaklada sig, ze intensywno$¢ zgonow jest taka sama jak intensywno$¢ wycofy-
wania si¢ z badania obserwowanych jednostek. Prawdopodobiefistwo tego, ze
kazda jednostka z grupy s_ przezyje przedzial (x,x+1), jest rowne p . Funkcja

wiarogodnosci dla wejsciowej grupy N jednostek jest nastgpujaca:

w, D,
Le(x.p,)=py (H ! ]H(pi’ logp,)=p; (logp,)”
i=1 j=1

gdzie

Estymator prawdopodobienstwa przezycia p  otrzymany na podstawie powyz-
szej funkcji wiarogodnosci jest nastepujacy:

_b,
A T .y
pP.=¢€ =

gdzie
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[ jest to estymator intensywnosci zgonow.
Wariancja estymatora prawdopodobienstwa przezycia w przedziale (x,x +1)jest
réwna:

D,

Var(p,)=p:( 7

Inne whasnosci podane sa w publikacji [2].
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Summary

Estimation of the Probability of Survival for Incomplete Data

The aim of this paper is to analyse the basic methods of estimation of proba-
bility of survival in the case of follow-up study, when some individuals left the
cohort before the end of study.



