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Ocena prawdopodobie stwa prze ycia 

dla danych niepe nych 

1. Wprowadzenie 

W przypadku szacowania parametrów Tablic Trwania ycia (TT ) próba lo-

sowa ustalana jest i pobierana w tym samym momencie czasu (por. [3]). Prób  

stanowi grupa noworodków (generacja), która obserwowana jest od momentu 

urodzenia a  do momentu zgonu ostatniej jednostki populacji, czyli oko o 100 

lat. Liczebno  populacji sukcesywnie zmniejsza si , co jest powodowane wy-

mieraniem populacji. W tym badaniu mier  jest jedynym powodem ubytku jed-

nostki z populacji. Parametry tablic obliczane s  na podstawie liczby zgonów 

i liczby do ywaj cych okre lonego wieku. 

W pracy niniejszej rozpatrywane jest badanie (por. [2, 5]), w którym ustalo-

ny jest okres jego trwania, natomiast badane jednostki mog  si  zg asza  na ba-

danie w dowolnym momencie jego trwania i obserwowane s  do czasu mierci 

lub zako czenia badania, w zale no ci – co zdarzy si  wcze niej. Zdarzeniem 

obserwowanym jest czas prze ycia. Powodem zmniejszania si  populacji w tym 

przypadku jest mier , ale równie  mo e to by  wycofanie si  jednostki z bada-

nia z innych ni  mier  powodów. Tak  jednostk  tracimy z pola widzenia, a in-

formacj  o jej prze yciu nazywa si  informacj  utracon  lub cenzurowan . 

Mo na by oczywi cie z takich obserwacji zrezygnowa , ale by aby to strata. 

Traktuje si  je wi c jako niepe ne i wykorzystuje, poniewa  nios  z sob  pewne 

informacje. W badaniach medycznych taka sytuacja zdarza si  bardzo cz sto, na 

przyk ad je li badany jest czas prze ycia populacji, która poddana by a skompli-

kowanej operacji. 

W tego rodzaju badaniach oceniane jest prawdopodobie stwo prze ycia 

rocznych przedzia ów lub funkcja prze ycia. 

Niech x
N  oznacza liczb  jednostek, które do y y do x  rocznicy udzia u 

w badaniu, czyli do pocz tku przedzia u )1,( xx , i niech x
p  oznacza prawdo-
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podobie stwo, e jednostka, która do y a do momentu x , prze yje 1 rok, to 

znaczy do ko ca przedzia u ).1,( xx  Grup  osób do ywaj cych momentu x  

mo na podzieli  na dwie roz czne podgrupy o liczebno ciach odpowiednio 

równych .
xx

nm  i  Pierwsz  grup  tworz  osoby, które przyst pi y do badania 

wcze niej ni  1x  lat przed jego zako czeniem, czyli s  obserwowane przez 

ca y okres czasu ).1,( xx  Do drugiej grupy nale  badani, którzy przyst pili do 

badania mniej ni  1x  lat przed zako czeniem badania, ale d u ej ni  x  lat. 

Dla tych osób data zako czenia obserwacji poprzedza ich 1x  rocznic  przy-

st pienia do badania. Spo ród x
m osób grupy pierwszej, x

s  prze yje do ko ca 

przedzia u i x
d umrze, nie do ywaj c 1x  rocznicy. W grupie drugiej pocz t-

kowa liczba badanych wynosi a .
x

n  Spo ród tych badanych, '

x
d umrze przed 

ko cem przedzia u i x
w  prze yje do ko ca przedzia u. Ogólna liczba zgonów 

x
D w przedziale )1,( xx  jest równa .'

xx
dd  W grupie, która obserwowana jest 

przez ca y przedzia , liczba zgonów wynosi x
d  i w grupie, która wcze niej zre-

zygnowa a z badania, wynosi .'

x
d  Zarówno liczba zgonów, jak i liczba do ywa-

j cych s  to zmienne losowe, które b d  wykorzystane do estymacji prawdopo-

dobie stwa prze ycia x
p  i prawdopodobie stwa zgonu .

x
q  

Liczba osób do ywaj cych do ko ca przedzia u, spo ród osób obserwowa-

nych przez ca y okres ),1,( xx  oznaczona jest jako zmienna losowa x
S . 

Zmienna ta ma rozk ad dwumianowy ).,(
xx

pmB  Prawdopodobie stwo, e x
s  

osób z tej grupy do yje do ko ca przedzia u, jest równe: 

xxx

x

xxxx

x

d

x

s

x

m

s

sm

x

s

x

m

sxx
ppppsSP )1()1()( . 

Oznaczmy przez )(
2
1

x
p  prawdopodobie stwo do ycia do momentu wycofa-

nia si  osoby z badania, który jest momentem losowym nale cym do przedzia u 

).1,( xx  Grupa osób, które zrezygnowa y z badania, liczy x
n  osób. Zmienn  

losow , oznaczaj c  liczb  osób do ywaj cych do momentu wycofania si  z ba-

dania, oznaczymy .
x

W  Zmienna ta ma rozk ad )).(,(
2
1

xx
pnB  Prawdopodobie -

stwo, e x
w  osób z tej grupy do yje do momentu wycofania si  z badania, jest 

równe: 

'

))(1()()(
2

1

2

1 xxx

x

d

x

w

x

n

wxx
ppwWP ; 

gdzie .'

xxx
wnd  

Grupy jednostek wycofuj cych si  z badania i pozostaj cych pod obserwacj  

przez ca y okres badania s  niezale ne, tak wi c rozk ad prawdopodobie stwa 
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liczby do ywaj cych jest dwuwymiarowym rozk adem dwumianowym o nieza-

le nych sk adowych. Funkcja wiarogodno ci dla estymacji parametru x
p  ma po-

sta : 

 xxx

x

d

x

s

x

m

sx
pppxL )1(),(

'

))(1()(
2

1

2

1 xxx

x

d

x

w

x

n

w
pp  (1) 

Je eli do obliczenia )(
2
1

x
p  przyjmiemy konkretn  procedur  obliczeniow , 

to otrzymamy funkcj  wiarogodno ci dla estymacji parametru .
x

p  

G ównym problemem jest wyra enie prawdopodobie stwa do ycia do momen-

tu wycofania si  z badania )(
2
1

x
p  przez prawdopodobie stwo x

p  prze ycia roku. 

2. Metoda aktuarialna 

W metodzie tej (por. [1, 2, 5]) nie wyró nia si  dwóch grup badanych: tych 

obserwowanych przez ca y okres badania i tych którzy s  obserwowani przez 

cz  okresu. Estymator prawdopodobie stwa prze ycia okresu )1,( xx  ma na-

st puj c  posta : 

xx

x

x
WN

D
p

2
1

1ˆ  

gdzie xD  oznacza ogóln  liczb  zgonów w przedziale ),1,( xx  x
N  liczb  do-

ywaj cych pocz tku przedzia u i x
W  liczb  do ywaj cych do ko ca przedzia u 

jednostek, które wycofa y si  z badania. 

Z postaci estymatora wynika, e jednostki, które wycofuj  si  z badania, ob-

serwuje si  tylko przez po ow  okresu. Je eli x
p̂  potraktujemy jako prawdopo-

dobie stwo sukcesu w xx
WN

2
1  próbach, to wariancja estymatora x

p̂  okre lo-

na jest wzorem: 

xx

xx

x
qp

wN
pV ˆˆ

1
)ˆ(

2
1

 

3. Estymator A 

Przyjmuje si  za o enie (por. [1, 2]), e moment mierci jednostek bior cych 

udzia  w badaniu jest losowy i ponadto moment wycofania si  z badania te  jest 

losowy z przedzia u ).1,( xx  
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Je eli przyjmiemy, e intensywno  zgonów w ród osób wycofuj cych si  

z badania jest taka sama jak osób bior cych udzia  w badaniu ca y czas i ponad-

to, jest ona sta a w ca ym przedziale, to prawdopodobie stwo )(
2
1

x
p  mo na wy-

razi  nast puj co: 

1

2

1 ))(exp()(

x

x

t

x

x
dtdp  

gdzie )( jest to intensywno  zgonów osób wycofuj cych si  z badania. Je eli 

x
)(  

gdzie x  jest intensywno ci  zgonów osób bior cych udzia  w badaniu ca y czas 

i ponadto intensywno  zgonów jest sta a w ca ym przedziale, to 

)()( xtdd
x

t

x

x

t

x

 

st d 

)1(
log

1
)1(

1
)(exp()(

1

2

1
x

xx

x

x

xx
p

p
edtxtp x  

Korzystaj c z powy szej zale no ci mi dzy )(
2

1
x

p  i x
p  oraz z postaci funkcji 

wiarogodno ci (por. wzór 1), otrzymujemy: 

),(
xA

pxL xxx wd

x

s

x
pp )1(

'

]log)1[((log xx d

xx

n

x
ppp  

Logarytmuj c powy sz  funkcj , a nast pnie ró niczkuj c j  wzgl dem x
p

i przyrównuj c pochodn  do zera, otrzymujemy nast puj ce równanie: 

0
]log)1[(

)1(

log1

'

xxx

xx

xx

x

x

xx

x

x

ppp

pd

pp

n

p

wd

p

s
 

Rozwi zanie tego równania jest estymatorem najwi kszej wiarogodno ci para-

metru x
p . 

Analityczne rozwi zanie tego równania jest bardzo trudne, ale mo na w sposób 

prosty znale  rozwi zanie numeryczne. 
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4. Estymator B 

Kiedy osoba wycofuje si  z badania w sposób losowy, wówczas redni czas 

jej przebywania w przedziale )1,( xx  wynosi po ow  d ugo ci tego przedzia u 

(por. [2]), czyli przedzia  ).,(
2

1xx  Prawdopodobie stwo do ycia do momentu 

wycofania, które oznacza si  ),(
2

1
x

p  jest nast puj ce: 

2
1

2
1

)exp()exp()(
2

1

2

1
xxxx

pp  

Przyjmuj c 2
1

x
p  jako prawdopodobie stwo do ycia do wycofania si  z bada-

nia i 2
1

1
x

p  jako prawdopodobie stwo zgonu przed wycofaniem si  z badania, 

rozk ad zmiennej losowej x
W  jest nast puj cy: 

'

)1()( 2

1

2 x

x

x

x

d

x

w

x

n

wxx ppwWP . 

Jak wida , liczba do ywaj cych do po owy przedzia u ma rozk ad dwumia-

nowy ).,( 2

1

xx
npB  

Oczekiwana liczba do ywaj cych i oczekiwana liczba zgonów s  odpowied-

nio równe: 

2/1)(
xxx

pnWE  i )1()( 2/1'

xxx
pnDE  

Funkcja wiarogodno ci ma posta : 

'

)1()1(),( 2/1)2/1( xxxx d

x

d

x

ws

xxB
ppppxL  

Estymatorem xp̂ prawdopodobie stwa prze ycia przedzia u )1,( xx jest roz-

wi zanie nast puj cego równania kwadratowego: 

( 0)(ˆˆ)(
2
12/1'

2
1

2
1

xxxxxxx
wspdpnN  

Rozwi zanie to jest nast puj ce (por. [2]): 

2
2'

4
1'

2
1

(2

(4
ˆ

)

           ))(s 

2
1

2
1

2
1

xx

xxxxxx

x
nN

wnNdd
p . 

Jest to ocena prawdopodobie stwo zgonu w przedziale ).1,( xx  

Asymptotyczna wariancja estymatora x
p̂ dana jest w postaci wzoru: 
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x

xx

x
M

qp
pV )ˆ(  gdzie 12/1 )ˆ1(

xxxx
pnmM  

5. Estymator Elvebecka 

Je eli rozk ad prawdopodobie stwa zgonów jest jednostajny w rozpatrywa-

nym przedziale, oznacza to, e liczba do ywaj cych w ka dym punkcie prze-

dzia u jest funkcj  liniow  pomi dzy punktami x i 1x . W przypadku krótkich 

przedzia ów interpolacja liniowa jest do  dok adna (por. [5, s. 97]). 

Prawdopodobie stwo prze ycia do rodka przedzia u jest nast puj ce: 

)1(1)(
2
1

2
1

2
1

xxx
pqp  

Podstawiaj c do funkcji wiarogodno ci okre lonej wzorem (1) powy sze wyra-

enie, otrzymuje si  funkcj  wiarogodno ci: 

.)1()1(),( xxx w

x

D

x

s

xxE
ppppxL  

Na podstawie funkcji tej wyznaczany jest estymator E

x
p̂ prawdopodobie stwa 

prze ycia w przedziale )1,( xx : 

x

xxxxxxE

x
N

sNDwDw
p

2

4)(
ˆ

2

. 

Asymptotyczna wariancja tego estymatora jest równa: 

)]/(ˆ1)[(

))ˆ(1(ˆ
)ˆ(

2

xxx

E

xxx

E

x

E

xE

x
nNnpnN

pp
pV . 

6. Estymator Droletta 

W metodzie tej (por. [1]) nie rozpatruje si  obserwacji cenzurowanych. Ob-

serwacje dotycz ce prze ycia i mierci rozpatruje si  w momencie ko cowym 

przedzia u ).1,( xx  St d te  0
x

n  i .
xx

Nm  Funkcja wiarogodno ci w tym 

przypadku ma posta : 

xx d

x

s

xxD
pppxL )1(),(  

Estymator prawdopodobie stwa prze ycia D

x
p̂  i jego wariancja wyra aj  si  na-

st puj co: 
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x

xD

x
m

s
p̂ , 

x

D

x

D

xD

x
m

qp
pV

ˆˆ
)ˆ( . 

7. Estymator Kaplana–Meiera 

Estymator ten (por. [1, 4, 5]) umo liwia dok adniejsze oszacowanie funkcji 

prze ycia ni  estymatory poprzednio omówione. Przy jego konstrukcji wykorzy-

stuje si  uporz dkowane czasy trwania poszczególnych jednostek bior cych 

udzia  w badaniu. Przez czas trwania jednostki rozumie si  d ugo  okresu, który 

min  od momentu przyst pienia do badania do momentu mierci lub do mo-

mentu wycofania si  z badania. W tym drugim przypadku czas prze ycia nazy-

wa si  czasem cenzurowanym. Za ó my, e w badaniu wzi o udzia  0
l  osób 

i e ich obserwowane czasy trwania równe s  
0

,...,,
321 l

tttt (niektóre z tych cza-

sów s  cenzurowane). Czasy trwania mog  si  powtarza , wówczas uporz dko-

wany ci g czasów prze ycia jest krótszy i przyjmijmy, e liczy on w  elemen-

tów. Uporz dkowany ci g czasów prze ycia jest wówczas nast puj cy: 

)()2()1(0
...

w
tttt  gdzie )(k

t  oznacza k-ty co do wielko ci uko czony czas 

prze ycia. Uporz dkowane czasy prze ycia wyznaczaj  granice przedzia ów, 

przy czym zak ada si , e zgon nast puje na pocz tku przedzia u czasu trwania 

(oznacza to przedzia y s  lewostronnie otwarte). Oznacza to, e w pierwszym 

przedziale ),
)1(0

tt nie ma zgonów. Pierwszy zgon ma miejsce w momencie )1(
t . 

Niech i
l  oznacza liczb  jednostek, dla których czas prze ycia jest wi kszy ni  

)(i
t  lub równy .

)(i
t  Liczb  tych jednostek, dla których zgon nast pi  w momencie 

)(i
t oznacza si  .

)(i
d  Tak wi c estymatorem zgonu w przedziale czasu ) , (

ii
tt

mo e by  statystyka 
i

i

l

d
, a estymatorem, e osoba nie umrze w tym przedziale, 

statystyka .
i

ii

l

dl
 W przedziale )  ,  (

1ii
tt  nie ma zgonów, a wi c prawdo-

podobie stwo prze ycia jest równe 1. 
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Prawdopodobie stwo prze ycia obu przedzia ów cznie, czyli 

),(
)()( ii

tt ,  jest to iloczyn prawdopodobie stw prze ycia przedzia ów 

ii
tt  , (  i )  ,  (

1ii
tt , czyli wynosi .

i

ii

l

dl
 

Je li 0 , to 

i

ii

l

dl
 

jest estymatorem prawdopodobie stwa prze ycia w przedziale )1()(
(

ii
tt  , . 

Estymatorem funkcji prze ycia w ca ym badanym okresie jest iloczynem warto-

ci funkcji prze ycia w poszczególnych przedzia ach )1()(
,(

ii
tt  i okre lony jest 

nast puj co: 

i

k k

kkKM

i
l

dl
S

1

ˆ . 

Gdzie k
l  oznacza czn  liczb  osób dla których czas prze ycia przekracza )(k

t  

lub jest równy ,
)(k

t  i k
d  jest liczb  zmar ych w momencie .

)(k
t  Wariancja esty-

matora Kaplana–Meiera okre lona jest wzorem: 

i

k kkk

kKM

i

KM

i
dll

d
SSV

1

2

)(
ˆ)ˆ(  

Sposób konstrukcji estymatora Kaplana–Meiera przedstawiony zostanie na 

przyk adzie czasów zaniku choroby (wyra onych w tygodniach) u 18 jednostek 

chorych na chorob  nowotworow  (por. [1]). Uporz dkowane czasy trwania s  

nast puj ce: 

.107,107,107,104,97,93,75,59,56,54,38,36,30,23,1918,13,10                ,   

Liczby z gwiazdkami oznaczaj  obserwacje cenzurowane. 

Zaobserwowane czasy trwania podzielimy na przedzia y tak, e zaobserwowane 

warto ci uko czonego czasu trwania wyznaczaj  granice tych przedzia ów 

i zgony wyst puj  na pocz tku przedzia u. Przedzia y te s  nast puj ce: 

).107,97),97,93),93,75),75,59),59,36),36,30),30,19),19,10),10,0          
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Warto  estymatora funkcji prze ycia w pierwszym przedziale ),
)1(0

tt  jest na-

st puj ca: 

1
18

018ˆ

1

11

1
l

dl
S KM

. 

Oznacza to, e prawdopodobie stwo prze ycia w tym przedziale jest równe 1. 

Wariancja estymatora jest natomiast równa: 

0
)018(18

0
1

)1(
1)ˆ(

111

1

1
ll

d
SV KM

 

Prawdopodobie stwo prze ycia przedzia u )19,10  oblicza si  podobnie. 

Jest to liczba obliczona nast puj co: 

18

17

18

118

2

22

l

dl
. 

Prawdopodobie stwo prze ycia obu przedzia ów (je eli jednostki prze ywaj  

poszczególne przedzia y niezale nie), czyli warto  funkcji prze ycia poza mo-

ment czasu 10, jest iloczynem prawdopodobie stw prze ycia obu tych przedzia-

ów. Czyli: 

18

17

18

118
1ˆ

2

22

1

11

2
l

dl

l

dl
S KM

 

Wariancja estymatora 
KMS2

ˆ  jest nast puj ca: 

00291,000327,0892,0
)118(18

1
0(

18

17

)()(18

17
)ˆ(

2

222

2

111

1

2

2
dll

d

dll

d
SV KM

 

Funkcja prze ycia jest funkcj  schodkow  przyjmuj c  takie same warto ci 

w ca ym przedziale. Warto  ta jest równa warto ci funkcji w momencie w któ-

rym nast pi  zgon. 

Obecnie policzone zostan  warto ci estymatorów w punktach 19, 30, 36, 59, 75, 

93, 97 i 107. Warto ci estymatorów oznaczone b d  876543
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ SSSSSS       

8815,0
15

14

18

17
1

15

115

18

118
1ˆ

3

33

2

22

1

11

3
l

dl

l

dl

l

dl
S  

8137,0
13

12

15

14

18

17
1

13

113

15

115

18

118
1ˆ

4

44

3

33

2

22

1

11

4
l

dl

l

dl

l

dl

l

dl
S  
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6525,0
8

18ˆˆ
5

6

66

5

55

4

44

3

33

2

22

1

11

6
S

l

dl

l

dl

l

dl

l

dl

l

dl

l

dl
S  

5594,0
7

17ˆˆ
67 SS  

4662,0
6

16ˆˆ
78 SS  

3729,0
5

15ˆˆ
89 SS  

2486,0
3

13ˆˆ
910 SS  

Teraz policzone zostan  wariancje estymatorów 3
Ŝ  i .ˆ

4
S  

)()()(
8815,0)ˆ(

333

3

222

2

111

12

3
dll

d

dll

d

dll

d
SV  

00624,0
)115(15

1

)118(18

1
08815,0 2

 

)()()()(
8137,0)ˆ(

444

4

333

3

222

2

111

12

4
dll

d

dll

d

dll

d

dll

d
SV  

0000901,0
)113(13

1

)115(15

1

)118(18

1
08137,0 2

 

Wariancje pozosta ych estymatorów podane zostan  bez oblicze . 
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8. Estymator C 

Niech j
t  oznacza moment zgonu (por. [2]) w przedziale )1,( xx  j-tej osoby 

....,,3,2,1
x

Dj      Poniewa  zgon mo e mie  miejsce w dowolnym punkcie prze-

dzia u, moment zgonu jest zmienn  losow  ci g  o funkcji g sto ci okre lonej 

wzorem: 

x

t

xx

t

x

t

j
ppeextf jjxxj ln),(  

gdy  

x
pe x  i xx

pln , 10
j

t . 

Moment wycofania si  z badania z przedzia u )1,( xx  i-tej jednostki (który 

oznaczamy i ) spo ród x
w  jednostek jest równie  zmienn  losow  ci g  

przyjmuj c  warto ci z przedzia u mi dzy zero i jeden. Funkcja g sto ci tej 

zmiennej losowej jest nast puj ca: 

iixxi

xi
peexg ),(  10

i  x
wi    ...,,2,1  

Zak ada si , e intensywno  zgonów jest taka sama jak intensywno  wycofy-

wania si  z badania obserwowanych jednostek. Prawdopodobie stwo tego, e 

ka da jednostka z grupy x
s  prze yje przedzia  ),1,( xx  jest równe .

x
p  Funkcja 

wiarogodno ci dla wej ciowej grupy x
N  jednostek jest nast puj ca: 

xx

x
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xxC
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gdzie 

xx D

j

j

w

i

ixx
tsT

11

. 

Estymator prawdopodobie stwa prze ycia x
p  otrzymany na podstawie powy -

szej funkcji wiarogodno ci jest nast puj cy: 

xx

x

eep
T

D

x

ˆˆ  

gdzie 
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x

x

x
T

D
ˆ . 

x
ˆ  jest to estymator intensywno ci zgonów. 

Wariancja estymatora prawdopodobie stwa prze ycia w przedziale )1,( xx jest 

równa: 

)(ˆ)ˆ(
2

2

x

x

xx
T

D
ppVar . 

Inne w asno ci podane s  w publikacji [2]. 
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Summary 

Estimation of the Probability of Survival for Incomplete Data 

The aim of this paper is to analyse the basic methods of estimation of proba-

bility of survival in the case of follow-up study, when some individuals left the 

cohort before the end of study. 

 


