Walenty Ostasiewicz

Rozklady uci¢te

1. Wstep

Pojecie ,,rozktad ucigty” ma dwa rézne znaczenia. Rozpocznijmy od pierw-
szego z nich. Rozpatrzmy przypadek nieco uproszczony, ale majacy duze zasto-
sowanie w teorii ubezpieczen.

Zatdézmy, ze zmienna losowa X okreslana jest za pomoca dystrybuanty Fl.
Zdefiniujmy nowa ,,ucigta” zmienna losowa X*.

P X,jesliX >a
S lo,w przeciwnym razie

Rozktad zmiennej X nazywa si¢ rozkladem ucigtym. Dystrybuante tej
zmiennej losowej okresla si¢ wedtug wzoru:

B @

(D

W przypadku tym wszystkie realizacje zmiennej losowej X sa obserwowal-
ne. Z punktu widzenia teoretycznego nie ma zadnego problemu z estymacja pa-
rametrow obu rozktadow.

Drugie znaczenie pojecia ,,rozktad ucigty” dotyczy przypadku, gdy niektore
realizacje nie sa obserwowalne 1 wlasnie one nazywane sg realizacjami ucigtymi.

Jezeli symbolem p(x,0) oznaczymy funkcje gestosci zmiennej losowej cia-
glej lub funkcje rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej
1 przyjmiemy, ze obserwacje zmiennej losowej X naleza do pewnego obszaru T
bedacego podzbiorem przestrzeni prob, to funkcje gestosci zmiennej losowej
ucietej X' okresla si¢ ze wzoru (por. [1]):

_ w(x,T)- p(x,6)

p(x.0) u(T.0)
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LjeslixeT
w(x,T)=q " .

0,jeslixeT
u(T,0) = E(w(X,T))

W przypadku tego typu rozktadow jednym z gléwnych problemoéw jest es-

tymacja parametréw na podstawie brakujacych danych.

Wezmy na przyktad taka wielkos¢ losowa jak liczba przejazdow bez biletu

srodkami komunikacji miejskiej przypadajaca na jedna osobg. ,,Obserwacji”
w tym przypadku dokonuja kontrolerzy. Mozna ewidencjonowac, ile osob zosta-
to raz ukaranych, ile oséb zostato dwa razy ukaranych itd., ale nie wiemy, ile
0s0b nie zostato ukaranych, mimo ze jechaty bez optaty. Liczba osob, ktore jez-
dza bez opflaty, nie jest przeciez rejestrowana.

Nizej wymienione sg inne przyktady tego typu:

Liczba 0s6b na jedno gospodarstwo domowe, ktore zachorowaty na okreslo-
na chorobe zakazna, nie wiemy za$, ile 0s6b nie zachorowalo.

Liczba wypadkow przy pracy przypadajaca na jednego zatrudnionego,
w okreslonej jednostce czasu. Gdyby liczba pracujacych byla stala w tym
czasie, to mozna by tatwo obliczy¢ zdarzenie ,,zero wypadkow”.

Czgstos¢ wystepowania stow w tekscie okreslonego autora. Mozna ustalic,
ktore stowo zostato tylko raz uzyte, ktore dwa razy itd., ale nie mozna usta-
li¢, ktore stowo nie zostato ani razu uzyte mimo, iz jest ono znane autorowi.
Gdyby byly znane wszystkie stowa dostgpne danemu autorowi, to fatwo by
mozna okresli¢ czgsto$¢ zdarzenia ,,stowo nieuzywane”.

Liczba jaj znoszonych przez pewien gatunek owadow.

Liczba jednoczesnych odkry¢ naukowych.

Rozklad dwumianowy
Zmienng losowa X o rozkladzie dwumianowym okresla nastgpujacy rozktad:
p,=P(X=i)=Cp'(1-p)"",1i=0,1,...,n

Zatoézmy, ze zdarzenie ,,zero” nie jest obserwowalne, mimo iz ono si¢ realizuje.
Ucigty rozktad dwumianowy, bez zdarzenia ,,X = 07, okresla si¢ nastgpujaco:

pir :P(XT =i)= Cnp (l_p)n
1-(1-p)

, 1=1,2,..,

n

Zauwazmy, 7€
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EX")y=—"1P _
1-(1-p)’
oraz
)t
n ) 1-(1-p)
Czyli
E(X)<E(XT)
oraz
E(X/n)<E(X" /n)

Poniewaz ucigty rozktad dwumianowy zalezy od jednego parametru p, to
problem polega na jego estymacji.

Trudno$¢ problemu polega na tym, ze nie majac mozliwosci obserwacji cz¢-
sto$ci zdarzenia ,,X = 0, nie znamy tez liczby wszystkich obserwacji. Nieznana
liczbe obserwacji oznaczmy symbolem N za§ obserwowane czgstosci jako

fis fyeees f, » Spelniajace nastgpujaca rownosc:
fo+fi+..+f =N.

Wielkos¢ N jest nieznana, poniewaz czgsto$¢ f, wystgpowania zdarzenia

,»X=0" nie jest znana.
Rozpatrzmy przypadek ogolniejszy, gdy nieobserwowalnych jest k£ kolej-
nych zdarzen

”X: O”, ”X: 1”5'-'5 ”X: k_l”-

Gdy ucigte jest jedno zdarzenie, to mamy k=1, natomiast k=2 oznacza nie-
obserwowalno$¢ zdarzen ,. X=0" oraz ,.X=1".

Wiadomo, ze ogdlng metoda estymacji parametrow jest metoda najwigkszej
wiarygodnosci. W przypadku ,,normalnego” rozktadu dwumianowego zastoso-
wanie tej metody jest wyjatkowe tatwe i1 stuzy ona niemal wzorcowym przykta-
dem w wigkszosci podrecznikow ze statystyki.

W przypadku ucigtych rozktadow metoda ta jest o wiele bardziej skompli-
kowana.

W przypadku rozktadu dwumianowego, gdy ucigtych jest k najmniejszych
warto$ci, w celu estymacji parametru p metoda najwigkszej wiarygodno$ci nale-
zy rozwiaza¢ nastgpujace rownanie wzgledem niewiadomej p (por. [2, 3]):
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k-1
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A = i l'( _)'

21

) .
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gdzie
Ay jest to empiryczny moment rzgdu pierwszego obliczany dla danych ucigtych.
W przypadku gdy ucigta jest tylko warto$¢ zerowa, rownanie to ma nastgpu-

jaca postac:
i,
i1 _ np
n 1—(1— n"
i=1

Metoda prostsza rachunkowa jest przedstawiona w pracy [2, 3]. A mianowi-
cie estymator p parametru p, gdy nie sa obserwowalne k pierwsze warto$ci, da-

ny jest za pomoca Wzoru:

n T,-k-T
p =
(n=DT, —(k ~Dn-T,
gdzie
T,=>f » L=Yif , L,=)i-f
i=k i=k i=k

Nieznana wielko$¢ N oblicza si¢ woOwczas, rozwiazujac nastepujace réwna-
nie (por. [2]):

Z e ),p"(l—p)””'

Roéznice migdzy estymatorami uzyskanymi za pomocg obu metod sa bardzo mate.

Podobna metodg stosuje si¢ do estymacji parametru A w ucigtym rozktadzie
Poissona.

Gdy ucigtych jest k pierwszych wartosci, to wzor okreslajacy estymator pa-
rametru A jest nastgpujacy (por. [2]):

i _L-kT
T =(k=DT,
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0 WA YOI 3y
i=k i=k i=k

Nieznana wielkos$¢ N okresla sig, rozwiazujac nastgpujace rownanie:
3 B Ne *
SR )

Badania wykazaty, ze efektywno$¢ tego estymatora jest do$¢ wysoka, przy
czym wraz ze wzrostem wartos$ci parametru A wzrasta do 100% (por. [3]).

3. Gdzie umieszcza¢ uci¢ta mase¢ prawdopodobienstwa?

W celu sprecyzowania pytania postawionego w tytule, rozpatrzmy prosty
przyktad.

Wezmy zmienng losowa X ~ B(4,%) .

Latwo obliczamy jej rozktad

i o | 1 | 2 3 | 4 |
’ P(X =i) ‘ 1 ‘ 4 ‘ 6 ‘ 4 ’ 1 ‘
16 16 16 16 16

Zatozmy, ze dwie pierwsze wartosci sa ucigte. Obserwujemy wigc tylko cze-
stosci f,=P(X=2), f,=P(X=3), f,=P(X=4).
Aby okresli¢ ucigty rozktad dwumianowy, trzeba okresli¢ prawdopodobienstwa:

piP(X=2), piP(X =3), p;P(X =4).
Zauwazmy, ze ucigta masa prawdopodobienstwa wynosi

u=P(X =0)+P(X =1).

W danym przypadku u = %

Masa ta trzeba uzupetni¢ pozostate wartos$ci p,, p, 1 ps tak, aby ucigty roz-
ktad byt rozktadem, tzn. aby p, + p; + p, =1.

Powstaje wigc pytanie: ktore warto$ci prawdopodobienstw p,, p, 1 ps, 1 W ja-
kim stopniu, powinny by¢ zwigkszone?
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Tradycyjnie, zgodnie ze wzorem (1), ucigta warto$¢ u rozdziela si¢ propor-
cjonalnie do wielkosci p,, p; 1pa.
W danym przypadku mamy wigc nastgpujacy rozktad:

r_, L 16_6 16 6
T TR T TR
r_, L _ 164 16 4
T TR I TR TR
, 1 16 1 16 1
Py =Py =Py =7 )

I—u U116 11 11
Zamiast proporcjonalnie, moglibySmy na przyktad ucigta masg rozmiescic¢
roéwnomiernie:

r_p 1, 6.5 23
O TR T T
r_p 1, 4.5 17
PR T I
, 5 8
b, =p,tZu

=t —=—
3 16 48 48

W. Miszczak proponuje zas ,,zalamywac” rozktad i po ,,zawinigciu” czeSci
odcigtej na czg$¢ pozostata doda¢ odpowiednie masy prawdopodobienstwa, tak
jak to nizej pokazano.

L6410
P, =P, TP 16 16 16
415
Py =P T D 16 16 16

1 1
r— +0=—+0=—
Ps =Py 16 16

Problem wyboru jednego z mozliwych wariantdw, i jego uzasadnienia, nie
byl prawdopodobnie dotychczas rozpatrywany.
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Summary

Truncated Distributions

The paper highlights two basic definitions of truncated distributions. There
are discussed various type of truncation of binomial distribution, as well as are
defined some open problems.



