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Rozk ady uci te 

1. Wst p 

Poj cie „rozk ad uci ty” ma dwa ró ne znaczenia. Rozpocznijmy od pierw-

szego z nich. Rozpatrzmy przypadek nieco uproszczony, ale maj cy du e zasto-

sowanie w teorii ubezpiecze . 

Za ó my, e zmienna losowa X okre lana jest za pomoc  dystrybuanty FX. 

Zdefiniujmy now  „uci t ” zmienn  losow  XR. 

razie przeciwnym  w0,

aX je li X,
RX  

Rozk ad zmiennej XR nazywa si  rozk adem uci tym. Dystrybuant  tej 

zmiennej losowej okre la si  wed ug wzoru: 
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W przypadku tym wszystkie realizacje zmiennej losowej X s  obserwowal-

ne. Z punktu widzenia teoretycznego nie ma adnego problemu z estymacj  pa-

rametrów obu rozk adów. 

Drugie znaczenie poj cia „rozk ad uci ty” dotyczy przypadku, gdy niektóre 

realizacje nie s  obserwowalne i w a nie one nazywane s  realizacjami uci tymi. 

Je eli symbolem )0,(xp  oznaczymy funkcj  g sto ci zmiennej losowej ci -

g ej lub funkcj  rozk adu prawdopodobie stwa zmiennej losowej skokowej 

i przyjmiemy, e obserwacje zmiennej losowej X nale  do pewnego obszaru T 

b d cego podzbiorem przestrzeni prób, to funkcj  g sto ci zmiennej losowej 

uci tej 
TX  okre la si  ze wzoru (por. [1]): 
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 xje li 
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W przypadku tego typu rozk adów jednym z g ównych problemów jest es-

tymacja parametrów na podstawie brakuj cych danych. 

We my na przyk ad tak  wielko  losow  jak liczba przejazdów bez biletu 

rodkami komunikacji miejskiej przypadaj ca na jedn  osob . „Obserwacji” 

w tym przypadku dokonuj  kontrolerzy. Mo na ewidencjonowa , ile osób zosta-

o raz ukaranych, ile osób zosta o dwa razy ukaranych itd., ale nie wiemy, ile 

osób nie zosta o ukaranych, mimo e jecha y bez op aty. Liczba osób, które je -

d  bez op aty, nie jest przecie   rejestrowana. 

Ni ej wymienione s  inne przyk ady tego typu: 

— Liczba osób na jedno gospodarstwo domowe, które zachorowa y na okre lo-

n  chorob  zaka n , nie wiemy za , ile osób nie zachorowa o. 

— Liczba wypadków przy pracy przypadaj ca na jednego zatrudnionego, 

w okre lonej jednostce czasu. Gdyby liczba pracuj cych by a sta a w tym 

czasie, to mo na by atwo obliczy  zdarzenie „zero wypadków”. 

— Cz sto  wyst powania s ów w tek cie okre lonego autora. Mo na ustali , 

które s owo zosta o tylko raz u yte, które dwa razy itd., ale nie mo na usta-

li , które s owo nie zosta o ani razu u yte mimo, i  jest ono znane autorowi. 

Gdyby by y znane wszystkie s owa dost pne danemu autorowi, to atwo by 

mo na okre li  cz sto  zdarzenia „s owo nieu ywane”. 

— Liczba jaj znoszonych przez pewien gatunek owadów. 

— Liczba jednoczesnych odkry  naukowych. 

2. Rozk ad dwumianowy 

Zmienn  losow  X o rozk adzie dwumianowym okre la nast puj cy rozk ad: 

inii

ni
ppCiXPp )1()( ,  i = 0, 1, ..., n 

Za ó my, e zdarzenie „zero” nie jest obserwowalne, mimo i  ono si  realizuje. 

Uci ty rozk ad dwumianowy, bez zdarzenia „X = 0”, okre la si  nast puj co: 

,
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Zauwa my, e 
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Poniewa  uci ty rozk ad dwumianowy zale y od jednego parametru p, to 

problem polega na jego estymacji. 

Trudno  problemu polega na tym, e nie maj c mo liwo ci obserwacji cz -

sto ci zdarzenia „X = 0”, nie znamy te  liczby wszystkich obserwacji. Nieznan  

liczb  obserwacji oznaczmy symbolem N za  obserwowane cz sto ci jako 

n
fff ,...,,

21 , spe niaj ce nast puj c  równo : 

....
10

Nfff
n  

Wielko  N jest nieznana, poniewa  cz sto  0f  wyst powania zdarzenia 

„X =0” nie jest znana. 

Rozpatrzmy przypadek ogólniejszy, gdy nieobserwowalnych jest k kolej-

nych zdarze   

„X = 0”, „X = 1”,..., „X = k -1”. 

Gdy uci te jest jedno zdarzenie, to mamy k=1, natomiast k =2 oznacza nie-

obserwowalno  zdarze  „X =0” oraz „X =1”. 

Wiadomo, e ogóln  metod  estymacji parametrów jest metoda najwi kszej 

wiarygodno ci. W przypadku „normalnego” rozk adu dwumianowego zastoso-

wanie tej metody jest wyj tkowe atwe i s u y ona niemal wzorcowym przyk a-

dem w wi kszo ci podr czników ze statystyki. 

W przypadku uci tych rozk adów metoda ta jest o wiele bardziej skompli-

kowana. 

W przypadku rozk adu dwumianowego, gdy uci tych jest k najmniejszych 

warto ci, w celu estymacji parametru p metod  najwi kszej wiarygodno ci nale-

y rozwi za  nast puj ce równanie wzgl dem niewiadomej p (por. [2, 3]): 
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gdzie 

Ak jest to empiryczny moment rz du pierwszego obliczany dla danych uci tych. 

W przypadku gdy uci ta jest tylko warto  zerowa, równanie to ma nast pu-

j c  posta : 
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Metoda prostsza rachunkowa jest przedstawiona w pracy [2, 3]. A mianowi-

cie estymator p̂  parametru p, gdy nie s  obserwowalne k pierwsze warto ci, da-

ny jest za pomoc  wzoru: 
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Nieznan  wielko  N oblicza si  wówczas, rozwi zuj c nast puj ce równa-

nie (por. [2]): 
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Ró nice mi dzy estymatorami uzyskanymi za pomoc  obu metod s  bardzo ma e. 

Podobn  metod  stosuje si  do estymacji parametru  w uci tym rozk adzie 

Poissona. 

Gdy uci tych jest k pierwszych warto ci, to wzór okre laj cy estymator pa-

rametru  jest nast puj cy (por. [2]): 
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Nieznan  wielko  N okre la si , rozwi zuj c nast puj ce równanie: 
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Badania wykaza y, e efektywno  tego estymatora jest do  wysoka, przy 

czym wraz ze wzrostem warto ci parametru  wzrasta do 100% (por. [3]). 

3. Gdzie umieszcza  uci t  mas  prawdopodobie stwa? 

W celu sprecyzowania pytania postawionego w tytule, rozpatrzmy prosty 

przyk ad. 

We my zmienn  losow  X  )
2

1
,4(B . 

atwo obliczamy jej rozk ad 

i 0 1 2 3 4 
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Za ó my, e dwie pierwsze warto ci s  uci te. Obserwujemy wi c tylko cz -

sto ci )2(
2

XPf , )3(
3

XPf , )4(
4

XPf . 

Aby okre li  uci ty rozk ad dwumianowy, trzeba okre li  prawdopodobie stwa: 

)2(
2

XPpT
, )3(

3
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, ).4(
4
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Zauwa my, e uci ta masa prawdopodobie stwa wynosi 

).1()0( XPXPu  

W danym przypadku 
16

5
u . 

Mas  t  trzeba uzupe ni  pozosta e warto ci 32
, pp  i p4 tak, aby uci ty roz-

k ad by  rozk adem, tzn. aby .1
432

TTT ppp  

Powstaje wi c pytanie: które warto ci prawdopodobie stw 32
, pp  i p4, i w ja- 

kim stopniu, powinny by  zwi kszone? 

1-1-1-1-1-1 
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Tradycyjnie, zgodnie ze wzorem (1), uci t  warto  u rozdziela si  propor-

cjonalnie do wielko ci 32
, pp  i p4. 

W danym przypadku mamy wi c nast puj cy rozk ad: 
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Zamiast proporcjonalnie, mogliby my na przyk ad uci t  mas  rozmie ci  

równomiernie: 
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W. Miszczak proponuje za  „za amywa ” rozk ad i po „zawini ciu” cz ci 

odci tej na cz  pozosta  doda  odpowiednie masy prawdopodobie stwa, tak 

jak to ni ej pokazano. 
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Problem wyboru jednego z mo liwych wariantów, i jego  uzasadnienia, nie 

by  prawdopodobnie dotychczas rozpatrywany. 
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Summary 

Truncated Distributions 

The paper highlights two basic definitions of truncated distributions. There 

are discussed various type of truncation of binomial distribution, as well as are 

defined some open problems. 

 


