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Prawdopodobienstwo przezycia w modelu ryzyka z dwiema
klasami ubezpieczen

1. Wstep

W pracy omowiony jest model ryzyka z dwiema zaleznymi klasami ubez-
pieczen (por. [4]). W kazdej klasie ubezpieczen wystgpujg szkody wiasciwe
tylko dla danej klasy, ktore pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Poissona. Ponadto
w obu klasach powodowane sa tez szkody przez czynnik ryzyka wspdlny dla
obu klas i szkody te pojawiaja si¢ zgodnie z procesem Erlanga. Model ten jest
przeksztalcony do modelu o takim samym rozktadzie z dwiema nowymi nieza-
leznymi klasami (por. [4]), dla ktérego jest przedstawiona metoda wyznaczania
prawdopodobienstwa przezycia, przy zatozeniu wyktadniczych rozktadow szkod
(por. [3]).

Niech ¥ bedzie ciagiem kolejnych niezaleznych wielkosci szkod
w pierwszej klasie ubezpieczen o jednakowym rozkladzie z dystrybuantg
1 Srednig #r. Natomiast Y i bedzie ciagiem kolejnych niezaleznych wielko-

sci szkdd w drugiej klasie ubezpieczen o jednakowym rozktadzie z dystrybuanta
Fy oraz srednia #v. Woéwczas proces zagregowanych szkéd generowanych
z dwoch klas ubezpieczen definiujemy jako:

N.

L (1)
Y,
a, (1)

gdzie RAGH jest procesem zliczajacym szkody w klasie (i=12). Zaktada-

N, (1)
S@0=> X, +
i=1

my, ze X v oraz AP sa niezalezne od siebie, ponadto sa niezalezne od
MO} oraz (M2, Procesy zliczajace szkody w poszczegolnych klasach sa

skorelowane w nastgpujacy sposob:
Ni(1)= K, (0)+ K1) graz Na(0=K,(0)+ K1),
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gdzie Ki(1),K,(t)oraz K sa niezaleznymi procesami odnowy. Wtedy proces

ryzyka (proces nadwyzki kapitatu) definiujemy nastgpujaco:
U(t)=u+ct—S(1), 2)

gdzie ¥ jest kapitatem poczatkowym, a € jest intensywnoscia naptywu sktadki.
W celu zdefiniowania prawdopodobienstwa ruiny dla modelu ryzyka (2)
weczesniej wprowadzimy pojgcie momentu ruiny. Momentem ruiny nazywamy

T=inf{r>0:U(t)<0}

Prawdopodobienstwem ruiny nazywamy

W(u)=P(T <o |UQ)=u)u>0,

{ P)=1-

natomias () nazywamy prawdopodobienstwem przezycia.

Korelacja w (1) zwiazana jest z wystgpowaniem wspolnego sktadnika K@

w procesach zliczajacych szkody M) oraz N2() | Zaktada¢ bedziemy, ze K, (1)

A

oraz K:() s3 procesami Poissona o intensywnosciach odpowiednio 1 oraz ’12,

~ o~

natomiast X() bedzie uogélnionym procesem Erlanga z parametrami As A,

tzn. czasy pomigdzy kolejnymi zgloszeniami roszczen (generowanych przez ten
proces) maja uogdlniony rozkitad Erlanga z parametrami 2, 2. Wiaczenie
uogolnionego procesu Erlanga K@) ztozonym modelu Poissona utrudnia wy-
znaczenia prawdopodobienstwa ruiny i czyni ten problem ciekawszym. Rozkfad

Erlanga jest szeroko stosowany w teorii kolejek, ktora jest bliska teorii ryzyka

(por. [1], [2]).

2. Przeksztalcony model ryzyka

W celu badania prawdopodobienstwa przezycia (lub ruiny) w modelu ryzy-
ka (2) z przyjetymi wezesniej zatozeniami mozemy wykorzysta¢ przeksztalcony
model ryzyka (por. [4]):

Ky, (1) K
U(ty=u+ct- 3 X,'= Y,
i1 i1 (3)

Xi=12 i =12, sa nowymi niezaleznymi wielkosciami rosz-

gdzie X,
Klz(t) = K1(t) +K2(t)

czen, oraz jest procesem Poissona z intensywnoscig
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A+ 4 Niech Wil beda odcinkami czasu pomigdzy kolejnymi zgtoszeniami
roszezen X1>X2'e "\ oznacza czas pojawienia si¢ roszczenia X" Odcinki
czasowe Wi>Was-- tworzg ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie wyktadniczym z parametrem’ll +}”2. Natomiast odcinki czasu po-
migdzy kolejnymi zgloszeniami roszczen BLY.
V,\ V...

" tworzg ciag niezaleznych

zmiennych losowych , ktoére maja uogolniony rozktad Erlanga z para-

=Lyi+ Lo dwoch nie-

metrami 4 4| tzn. czas Vi mozemy zapisa¢ jako sumg Vi

{Lil }ieN/{O}

zaleznych zmiennych losowych, gdzie jest ciggiem niezaleznych

zmiennych losowych o tym samym rozktadzie wykladniczym z parametrem A ,

{Lil}

samym rozktadzie wyktadniczym z parametrem /12 Poza tym %' i A sg nieza-

podczas gdy v} jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym

lezne od Ku(® j K , oraz ich rozklady sa zadane nastgpujaco:

__ A A
Fo(x)= Tk Fy(x)+ S Fy (%) orag Fr (0= Fy # Fy(x),
F

gdzie Fx *Fr jest splotem Fx i

Ponadto oznaczmy przez P (x) funkcje gestosci zmiennej losowej i’ i przez

_ v B(s) = e plx)ax
9() funkcje gestosci zmiennej losowej "/, oraz niech 0

q(s) = n].e"“q(X)dx
i 0 beda transformatami Laplace’a funkciji 7 i 9(%)
Aby zapewni¢ wyplacalno$¢ ubezpieczyciela, zaktada¢ bedziemy, ze inten-
sywno$¢ naptywu sktadki € spemia warunek: ¢~ (4 + 2, )atye +(}:Z2 / (Zn + 4, ))ﬂr'
(w przeciwnym razie nastgpitaby ruina w skonczonym czasie z prawdopodo-

biefstwem réwnym 1), tzn. intensywno$é¢ naptywu skladki € mozna zapisaé

W nastgpujacej postaci:

e= (1 + 9)((11 + 4, )qu' + (ZIZZ /(21 + Zz ))/UY' )’

gdzie @ jest dodatnia stata zwang wspotczynnikiem narzutu na bezpieczenstwo.
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Mozna tatwo sprawdzié, ze U® oraz U'® maja identyczne rozklady (por.
[4]). Zatem prawdopodobienstwo przezycia w modelu V'(?) jest takie samo jak
w modelu V()

Jesli K byltby takze procesem Poissona z intensywnoscia A niezalez-

1
nym od proceséw Ki() oraz K2(D | wéwezas mozna pokazaé, ze proces U'(1)

bedzie ztozonym procesem Poissona z intensywnoscig 4 =4 + 42 +4

1 praw-
dopodobienstwo ruiny w tym modelu moze by¢ wyznaczane klasycznymi meto-
dami (por. [4]). Ponadto model (2) ma prostg interpretacj¢, a mianowicie rosz-
czenia generowane w obu klasach przez proces K(n) mozna utozsami¢ z dziata-
niem zewngtrznego czynnika ryzyka wptywajacego na obie klasy jednoczesnie,
ktory jest niezalezny od czynnikow ryzyka wiasciwych dla danych klas. Czgsto
ten zewngtrzny czynnik ryzyka jest zwigzany z klgskami zywiolowymi, ktore

moga powodowac rozne szkody w roznych klasach ubezpieczen.

3. Prawdopodobienstwo przezycia

W klasycznym modelu ryzyka prawdopodobienstwo ruiny jest jednorodne
w czasie, co spowodowane jest wlasnoscig braku pamigci wyktadniczego roz-
ktadu czasu pomig¢dzy kolejnymi pojawieniami si¢ roszczen, tj. prawdopodo-
bienstwo ruiny (lub przezycia) nie zalezy od czasu, zalezy tylko od kapitalu
poczatkowego. Jednak prawdopodobienstwo ruiny w rozwazanym procesie ry-
zyka (2) nie zachowuje wlasnosci jednorodnosci w czasie ze wzgledu na to, ze
czasy pomig¢dzy kolejnymi nadej$ciami roszczen generowanymi w obu klasach
przez proces Ko maja uogodlniony rozktad Erlanga, ktory nie posiada juz wia-
snos$ci braku pamigci (por. [3]). Przy definiowaniu prawdopodobienstwa ruiny
(przezycia) w rozdziale pierwszym przyjmowac¢ bedziemy, ze pierwsze roszcze-
nie generowane przez proces K() pojawia si¢ doktadnie w chwili 0.

Prawdopodobienstwo ruiny w modelu (2), ktére od tej chwili bedziemy

oznacza¢ ¥ (#:7)

, jest funkcja kapitatu biezacego ¥ oraz czasu 7, ktéry uptynat
od momentu wyplaty ostatniego roszczenia wygenerowanego przez proces K@

(przy zalozeniu stalego kapitalu biezacego ¥  przetransformowany proces



Prawdopodobienstwo przezycia w modelu ryzyka... 187

ryzyka odnawia si¢ w momentach pojawiania si¢ roszczen generowanych przez
proces K). Interesowaé nas bedzie wyznaczenie prawdopodobienstwa ruiny
w chwili zerowej (lub chwili wyplaty ostatniego roszczenia wygenerowanego
przez proces E(’)) oznaczane Y0 =YW (wowczas P =1-YW)) oraz
w chwili realizacji zmiennej losowej L1, ktére jest zdefiniowane nastepujaco
¥,(u) = P(T <o | Ly = ,U(1) = u) (oraz P =1-¥1()) Wowczas, korzystajac

z wzoru na prawdopodobienstw catkowite, mozemy zapisac (por. [3]):
W(u,7) = Y(u)P(L, > 1)+ ¥, w)P(L, < 7)=e " W(u)+(1—e ), (u).

Prawdopodobiefistwa ruiny (W) oraz Fi(®) sa wyznaczane jednoznacznie
przez prawdopodobienstwa przeiyciaq)(”) oraz P dla ktérych mozna wy-

prowadzi¢ nastgpujacy uktad réwnan rézniczkowo-catkowych (por. [3]):

@V (1) = 4D, (u) - (4, + Az)ftb(u — x)dFy.(x) + (4, + A4, + 4)®(u), @)

@ () = =7, [ ®u - x)dFy.(x)

_(ﬁ,+/12)f(l),(u—x)dFX,(x)+(ﬁ,l+12+IZ)®I(u). )

Z powyzszego uktadu rownan (4) i1 (5) w przypadku dowolnych rozktadow
szkdd mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo przezycia z zerowym kapitalem
poczatkowym, ktére przyjmuje postaé (por. [3]):

¢(o>=(i) A+
140\ ep— (4 + ) - p(p)] )

q>|(0):[ 0 j[ A+ ][cp—z-ﬂzw,a(p)}

140\ cp— (A + 21— p(p)]

: (6)
gdzie P jest dodatnim rzeczywistym rozwigzaniem rownania:
c At h o oy e L AEA _
[Il s+ Z, (p(s) 1) 1”:;2 s +———Z2 (p(s) 1) I:I q(s). o

Ponadto wiadomo, ze réwnanie (7) posiada dokladnie jeden dodatni pier-
wiastek rzeczywisty (por. [3]).
Rozwazmy teraz przypadek, gdy rozklady szkéd P oraz 9X)w przetrans-

formowanym modelu ryzyka naleza do klasy odpowiednio &+ oraz Km»M€N. ¢
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pnAI(S) - 1_.[:’;1 a, +8(s) G(s) = q,,.,(s) - H:’Al bl +h(s)
p() " TT (s +a) 0 T G+b,)

pls) =

{a}, , {bf }Fl sg ciggami dodatnich statych, g(s) oraz h(s)

gdzie sa wielomia-
nami rzedu co najwyzej odpowiednio 7~ 103z m =1 "opadto g(0)=hr(0)=0.
Wowczas mozna wyznaczy¢ rozwigzanie uktadu rownan (4) i (5), ktore przed-

stawia si¢ nastgpujaco (por. [3]):

D(u) =¢(O)[cu + Z"Z_mc,.e"'"}

_ep—(+h+A)+ (4 +/13)ﬁ(p)¢(u)+22¢(0) d +zfde“
Zl c 0 = i d

@, (u)

®)

gdzie # jest dodatnim rzeczywistym pierwiastkiem réwnania (7). Warto-
sci R Rare s Ropm sa zespolonymi pierwiastkami o ujemnej czgsci rzeczywiste]

nastepujacego wielomianu (por.[3]):

Dsyomia(8)= 4, (s =y = Ay = 25D, () + (A + 20)P,1 ()] X
x[es =2 =h = 2)p, () + (A + )P, 1 (D= A4 [P, () 4,1 () (9)

Pierwiastkami wielomianu (9) sa réwniez wartosci: # oraz 0 (por.[3]).

Wspétczynniki CoCisdy,d, wystepujace w rozwigzaniu (8) przyjmujg postac
(por.[3]):
oo trn©® Lo (R)
2n+m 2 = 2n+m ’
Hi=1 R) R'szx,j».(Ri‘R;)
4= h;::mm(O) d, - izx::;m(k,) ’
1.7 R RIT. (R ~R) (10)

gdzie Larim(S) oraz Hanem () sq funkcjami postaci:
Lnem(8) = P, (5)q,,(s) %

. { b (5)s it ( P ()= 20 () _ Pui (PP, ()=, (p»)}
! ¢ s=p P.(P)s=p) '
by ()=, )] { s (P) 40() =0 (P) _ 40 () =4,y <p>}
et ! q.(p)  s-p s—p

(1
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5. Prawdopodobienstwo przezycia z wykladniczymi rozkladami
wielkosci szkod

Przy zatozeniu, ze wielkosci szkod X oraz ¥ w modelu (2) majg rozktady
wykladnicze, mozemy wykorzysta¢ rozwigzania (6) i (8) do wyznaczenia praw-
dopodobienstwa przezycia () w modelu (2).

Niech A ma rozktad wykladniczy z parametrem & oraz niech Y ma roz-
ktad wyktadniczy z parametrem B . Wowezas rozktady zmiennych losowych X'
oraz V' w przetransformowanym procesie ryzyka maja rozktady nalezace do

K

klasy rozktadow 2, poniewaz transformaty Laplace’a funkcji gestosci #(¥)

i 9% tych zmiennych losowych sa postaci:

XL
plx)=——t % fy=—L
(s+a)s+PB)  oraz (s+a)s+p)

Bezposrednio z (6) otrzymujemy prawdopodobienstwo przezycia z zero-
wym kapitatem poczatkowym:

q>(0)=( 6 )( (h+ L) p+aXp+f) )
[+ ple(p+a)p+B)-A(p+a)-A(p+p) )

gdzie # jest dodatnim pierwiastkiem réwnania:

s + @)(s + B)es = ) = s(A, (s + b) + Ay (s + @)
(s + a)s + B)es = 1) - s(A, (s + b) + Ay (s + @) |= T T,afi(s + a)(s + ).

Prawdopodobiefistwo przezycia z dowolnym nieujemnym kapitatem po-
czatkowym ¥ otrzymujemy z (8):

D(u) = D(0)(c, +c, exp(R,u) + c, exp(R,u) + ¢, exp(R,u) +
+c, exp(R,u) + c; exp(Rsu) + ¢, exp(Ru)),

Co»C;

gdzie stale sa wyznaczone z (10):

() I,(R,)
0 LE 6 :
R,R,R,R,RR, RIT,.,.(R—R)
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R,R,,R;,R,,R,,R

Wartosci zespolone s o0 ujemnych czgsciach catkowitych sg

pierwiastkami wielomianu (9), ktory przyjmuje postac:
Dy(s)=(s+ a)s+ ﬂ)l(cs - Zl)(s +a)s+ B)—As(s+ B)—A,s(s + a)Jx

x[(es = Z)(s + @)s + B) — As(s + )~ Ays(s + @) |- A Ay (s + @) (s + B)} afi =
— s(s - P)s — R))s ~ Ry )(s — Ry)(s — Ry )s = Ry)(s - Ry).

Funkcje ls(s) jest wyznaczona z (11) i przedstawia si¢ nastgpujaco:
L()=(s+a) (s+ )" x

x[(s+a)(s+ﬂ)+ ha+AB [(ha+i,B)p+ (4 +/12)aﬂ](s+p+a+,3)}
¢ c(p+a)p+p)

Przyklad

Niech X ma rozktad wykladniczy z parametrem @ =1 oraz niech ¥ ma

rozktad  wykladniczy @z  parametrem B=05" Pponadto  niech

4 =05 4,=1574=0252,=075 .. c=4 Prawdopodobienstwo przezy-

cia przedstawia si¢ jako funkcja kapitatu poczatkowego ¥ nastgpujacej postaci:
®(u)=1-(0.00229972 — 0.00330807 i) exp(—(0.972111 + 0.0238868) u)

—(0.00229972 + 0.00330807 i) exp(—(0.972111 — 0.0238868 /) u)
—0.00605218 exp(—0.445595u) — 0.657469 exp(—0.153557 u),

ktoérej wykres przedstawiony jest na rysunku ponize;.

1 e
| J—

0.8 ‘ /
o.eL
0.4 r
0.2 }

|

5 10 15 20 25

Rys. Prawdopodobienstwo przezycia ).

Zrédto: Opracowanie wihasne.
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Summary

In this paper we consider a risk model with two dependent classes of insurance
business. In this model the two claim number processes are correlated. This correlation
comes from the incorporation of the common process into the two claim number proc-
esses. This common process is generalized Erlang process. The claim occurrences from
this common process are due to an outside factor independent of the two underlying
risks, which relate to Poisson processes. The risk process with two correlated classes of
business can be converted to a risk process with two new independent classes of busi-
ness. The transformed process is identically distributed as the original process. Hence,
the original process can be examined via this transformed process. Explicit results of
non-ruin probabilities are obtained when the initial reserve is zero or when the claims
sizes in the original process are exponentially distributed.



