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Statystyczne podstawy metody Sullivana

1. Cel pracy

W pracy zaprezentowano oraz przeprowadzono analiz¢ statystyczng staty-
styki ¢”* zaproponowanej w r. 1971 przez D.F. Sullivana jako estymatora prze-
cigtnego dalszego trwania zycia w petno sprawnosci. Estymator ten okreslony
zostal na potaczonym zbiorze danych dotyczacych przecigtnego trwania zycia
w populacji oraz danych dotyczacych niepelnosprawnosci w populacji: Jezeli
obie populacje sg stacjonarne to okazalo si¢, ze statystyka ¢” jest estymatorem
zgodnym 1 nieobciazonym przecigtnego dalszego trwania zycia w populacji.
Znana jest rOwniez wariancja tak skonstruowanego estymatora.

2. Elementy analizy przezycia

Srednia dlugo$é trwania Zycia jest jedna z miar charakteryzujacych jakos¢
zycia.

Na bazie tego miernika skonstruowany zostat przez D.F. Sullivana w roku
1971 miernik charakteryzujacy przecigtne dalsze trwanie zycia bez niepetno-
sprawnosci czyli w dobrej kondycji fizycznej i psychicznej. Miernik ten wyko-
rzystywany byt do badania wielu populacji.

Podstawowym zrodtem danych wykorzystywanych przy jego konstrukcji sg
demograficzne tablice trwania zycia i dane dotyczace niepetnosprawnosci, ktore
moga pochodzi¢ ze statystyki publicznej dotyczacej tego zjawiska lub tez z ba-
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dan ankietowych. Zaleta tej metody jest to, ze dane dotyczace umieralnosci
1 niepelnosprawnosci mogg pochodzi¢ z réznych zrdodet.

Podstawowym parametrem charakteryzujacym umieralnos¢ jest funkcja in-
tensywnos$ci zgonow, ktdra zwykle oznacza si¢ u(x,y) (por.[1,2]). Funkcja ta
zalezy od wieku x oraz od momentu urodzenia y. Innym parametrem charaktery-
zujacym trwanie zycia jest funkcja przezycia s(x,y). Migdzy funkcja przezycia
1 funkcja intensywnosci zgonow zachodzi nastgpujacy zwiazek:

5(x, y) = €7 (1)

Jezeli przez /(x,y) oznaczymy liczebnosé grupy wiekowej x w kohorcie uro-
dzonej w momencie y (czyli liczbg dozywajacych wieku x) to liczba ta moze by¢
wyrazona nastgpujaco:

I(x,y)=1(0,y) exp(—xjy(z, y)dr) (2)
gdzie /(0,y) jest to poczatkowa liczebnos¢ kohorty urodzonej w momencie y.
Przecigtne dalsze trwanie zycia osoby w wieku x, ktdra urodzita si¢ w mo-
mencie y okreslone jest nast¢pujaco:

e(x,y)= l(xl 5 js(t,y)dt €)]

Oznacza to, ze czas zycia osoby x letniej urodzonej w momencie y bedzie
jeszcze wynosit $rednio e(x,y) lat.

Wsrod osob dozywajacych wieku x lat sa osoby cieszace si¢ dobrym zdro-
wiem jak rowniez osoby niepelnosprawne. Przyjmijmy, ze odsetek takich osob
wsrdd osob dozywajacych wieku x wynosi z(x,y). Przeci¢tne dalsze trwanie
zycia w zdrowiu, ktére oznaczamy e”(x,y) obliczamy wedtug wzoru (por.[3,4]):

@

[z, y)s(2, y)ar

I(x,y)

“4)
Aby okresli¢ funkcj¢ przezycia s(,y) potrzebna jest znajomos¢ funkcji in-

e (x,y)=

tensywnosci zgondw y(x,y), ktérej na ogdt nie znamy.
W praktyce poshugujemy si¢ empirycznym modelem trwania zycia, ktory
nazywany jest tablicami trwania zycia.
Tablice trwania Zzycia mogg by¢ dwojakiego rodzaju:
— Tablice kohortowe,
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— Tablice przekrojowe.

Tablice kohortowe opisuja trwanie zycia kohorty czyli grupy ludzi urodzo-
nych w tym samym momencie czasowym. Grupa ta obserwowana jest od mo-
mentu urodzenia do momentu $mierci ostatniej osoby z kohorty.

Wiek dzielony jest na przedziaty a wartosci funkcji biometrycznych poda-
wane s3 w punktach poczatkowych tych przedziatow.

Jezeli wiek podzielony jest na przedzialy o dlugosci rocznej, wowczas tabli-
ce nazywane sa pelnymi, wartosci funkcji biometrycznych podawane sg
w punktach x =0, 1, 2, o. W przypadku tablic skroconych wiek podzielony jest
na przedziaty o rownych lub réznych dlugosciach a wartosci funkcji biome-
trycznych podobnie jak w przypadku tablic pelnych podawane sa na poczatku
przedziatow. Bardzo czg¢sto konstruowane sg tablice skrdcone o 5 letnich prze-
dziatach wieku. Wyjatek stanowi najmtodsza grupa wieku (0 lat), ktdrej rozpig-
tos¢ jest rowna 1 rok. Wartos$¢ funkcji /(x,y) w punkcie x nazywamy liczba do-
zywajacych wieku x sposréd osob urodzonych w momencie y. Warto$¢ funkcji
intensywnosci zgonow u(x,y) w punkcie poczatkowym przedzialu nazywamy
prawdopodobienstwem zgonu w wieku x i oznaczamy ¢,, natomiast wartos¢
funkcji przezycia w punkcie poczatkowym przedziatu o poczatku x nazywamy
prawdopodobienstwem dozycia do wieku x i oznaczamy p,.

Dla petnych tablic trwania zycia prawdopodobienstwo zgonu a ciggu roku
osoby w wieku x oblicza si¢ nastgpujaco (por.[6]):

a. )
1

gdzie /, oznacza liczbg 0sob z kohorty, ktore dozyty wieku x lat i d, liczbg 0s6b z
kohorty ktore zmarly w wieku x lat.
Prawdopodobienstwo zgonu w przedziale wieku o dtugosci n lat okreslone

qX=

jest nastgpujaco:

g, =~ (6)

W praktyce czgdciej postugujemy si¢ tablicami przekrojowymi. Opisujg one
trwanie zycia kohorty utworzonej w danym roku z ludnos$ci urodzonej w roz-
nych momentach czasowych.
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Tablice przekrojowe moga by¢ budowane tylko wtedy gdy badana ludnosé
jest ludnoscia zastojowa (por[1,6]).

Populacja zastojowa charakteryzuje si¢ tym, ze aczna liczba ludnosci jak
tez jej rozklad wedlug wieku nie zmieniaja si¢ w czasie. Taka hipotetyczng ko-
hort¢ mozna by otrzyma¢ gdyby przez dtugi okres czasu liczba urodzen w ciagu
roku byla stata 1 w kazdej rocznej kohorcie nowonarodzonych umieralnos¢ byta-
by taka sama w ciagu catego zycia i rOwna umieralnosci aktualnie obserwowa-
nej. W takiej populacji intensywno$¢ umieralnosci zalezy tylko od wieku i nie
zalezy od momentu urodzenia to znaczy, ze funkcja umieralnosci i funkcja prze-
zycia spelniajg warunki:

ux,y) = u(x) dla kazdego y

s(x,y) = s(x) dla kazdego y.

Z warunku stacjonarno$ci wynika, ze rozktad wieku w kazdym przedziale
wieku hipotetycznej kohorty jest staly w czasie i proporcjonalny do wartosci
funkcji przezycia. Oznacza to, ze dla kazdego sec[x, x+n,) rozktad wieku jest
okreslony za pomoca nastgpujacej funkcji gestosci:

S(s)

x+n,

_[S(t)dt

(7

gdzie n, oznacza rozpigtos¢ przedzialu wiekowego o poczatku x. W przypadku
tablic pelnych n, = 1.

Prawdopodobienstwo zgonu e W przedziale wieckowym [x, x +n, ) Wyznacza
si¢ na podstawie wspolczynnika zgonow , M, W tym przedziale wieku. Wspdtczynnik
ten dla danego przedziatu wieku w badanym roku obliczany jest na podstawie danych
gromadzonych przez USC w nastgpujacy sposob:

D _ D ®)

Hy %

dzie oznacza liczbe zgonow w przedziale wieku [x, x+n )i oznacza
n, Dx 2 x n, PA

srednig liczbe ludnosci w przedziale wieku [x,x+n,).
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Jezeli liczebno$¢ proby, na podstawie ktorej wyznaczono wspétczynnik
zgonéw M jest duza to mozna przyjac ze:

M m

n, X=n"x
gdzie , oznacza wspotczynnik zgonéw w populacji i okreslony jest wzorem:

x+n,

Js(t)u(t)dt a

m_ = =—=

R x+n, L
js(t)dt A
s )

dla kazdego x.
Mianownik wzoru (9) okresla Srednig liczbe lat przezytych przez ludnosé

w wieku [x,x+n).W praktyce jako , L. przyjmuje si¢ wielkosé R

gdzie P oznacza liczb¢ ludnosci w punkcie srodkowym przedzialu
[x,x+n_)a n_rozpigtos¢ tego przedziahu.
Liczba lat przezytych w przedziale [x,x + n,) przez osoby ktore dozyty do
momentu x czyli osiagnety wiek x jest sumg dwoch wielkosci:
— liczby lat przezytych przez osoby ktore dozyly do konca przedziatu [x,x + n,),
— liczby lat przezytych przez osoby ktore przezyty tylko czg$¢ przedziatu [x,x + n,).
Czgé¢ przedziatu ktora przezywana jest przez osob¢ zmarla w tym prze-
dziale jest oznaczona , a, ajej wielkos¢ srednia okreslona jest wzorem (por. [1,6])

L —n_-l +n,

x'n, %x (10)

gdzie L. oznacza taczng liczbg lat przezytych w przedziale [x,x+n,) przez
osoby dozywajace wieku x.

Przeksztalcajac to rownanie otrzymuje si¢ nastgpujacy wzor na srednig licz-
be osobo lat przezytych w przedziale [x,x+n,) .
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Korzystajac ze wzoréw (9) 1 (11) mozna napisac:

n dx n dx / n, 9x
m_ =-— = X = b3 = -
& ) n, Lx n, Ix - nx (l—nx ax)'n, dx nx[l B (1_”1 ax )"': dx nx[l - (l_n‘ ax )qx]
/

4

Stad mozna wyznaczy¢ wzor na prawdopodobienstwo zgonu , g, ktory bedzie miat
nastgpujaca postac:
m

"%

T[+n,(-, a), m]

n, 9x
(12)
Znacznie prostszym wzorem na obliczenie wielkosci , g, jest wzor (6).
Jednakze wystepuje w nim wielkos¢ /  czyli liczba dozywajacych wieku x, a
takiej wielkosci w statystykach USC nie ma.
Catkowita liczba lat przezytych przez osoby w wieku [x,x + n,) jest dana
wzorem (por. [1,3]):

n, Lx = nx 'lx+n, +lx n, qx'n, ax (13)

Jest to taczna liczba lat przezytych przez osoby dozywajace konca prze-
dziatu [x,x+n,) powigkszona o liczbg lat przezytych tacznie przez osoby,
ktore zmarty w przedziale [x,x+n,) przezywszy tylko czg$¢ tego przedziatu.
Liczba o0sdb, ktdre zmarty w tym przedziale wynosi lx-,,r q, 1kazda z nich prze-
zyla w tym przedziale srednio , a, lat. V

Korzystajac z definicji przecigtnego dalszego trwania zycia mamy:

e, =llz,,‘L,

x i€d, (15)

gdzie: 4 ={ie d:x<i}.
i . . . >
Suma Z * oznacza faczna liczbg lat ktora przezyja jeszcze osoby w wieku x,

czyli jest to suma lat do przezycia przez osoby w wieku x i starsze. Na kazda oso-
be¢ przypada wigc e, lat.
Mozna pokazac, ze jesli spetnione sa warunki stacjonarnosci to e, policzone

wedlug wzoru (15) jest rowne teoretycznej wartosci dalszego przecigtnego trwa-
nia zycia e(x) okreslonego wzorem (3).
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Zauwazmy, ze w notacji demograficznej ciaglej /. oznacza liczb¢ ludnosci
w wieku x, natomiast w notacji dyskretnej liczba ludnosci w wieku x oznaczona
jest /.. Oba symbole maja jednak doktadnie taka sama interpretacj¢ i oznaczaja
liczbg ludnosci dozywajacej wieku x. Warunkowe prawdopodobienstwo zgonu
w przedziale [x,x + n,) rowne jest liczbie zgonéw w przedziale [x,x + n,) przy-
padajacej na jedna osobg w wieku x. W notacji ciaglej moze by¢ ono wyrazone
nastgpujaco:

njl(r)y(t)dt

e =t (16)

moze by¢ zapisane nastgpujaco (por.[3]):

P

Podobnie , a

x+n,

Il(r)p(t)dt
g =t

| Bt S [(X) (17)

Podstawiajac do wzoru (12) wyrazenie na , ¢, 1, a,otrzymujemy:

n

fiuwar  fioua-nd
n ~x xxin, x = / = x+n,

* J'I(t),u(t)dt

Po przeprowadzeniu obliczen po prawej stronie powyzszego wzoru otrzy-
mujemy:

x+n,

L= j'/(t)dz

Stad wynika, ze:

x+n,

1
=7 Jl(t)dt

Wzor ten jest identyczny ze wzorem (3) i okresla przecig¢tne dalsze trwanie
zycia dla kohorty.

Tak wigc e, policzone dla tablic przekrojowych jest rowne wielkosci prze-
cigtnego dalszego trwania zycia dla kohorty.
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3. Metoda Sullivana

Omowione przecigtne dalsze trwanie zycia wykorzystane zostanie do oceny
przecigtnego dalszego trwania zycia w zdrowiu " okreslonego wzorem (4).
Estymator tego parametru oznaczony bedzie ;” (por. [7]). Dane potrzebne do
oszacowania interesujacej nas wielkosci pochodzi¢ beda z przekrojowych tablic
trwania zycia i statystyki publicznej dotyczacej niepelnosprawnos$ci. Dane doty-
czace niepetnosprawnosci moga pochodzi¢ rdwniez ze specjalnie przeprowa-
dzonej ankiety. W kazdym przypadku wspotczynnik niepelnosprawnosci obli-
czany jest w grupach wiekowych jako udziat niepetnosprawnych danej grupy
wieckowej w ogoélnej liczbie ludnosci danej grupy. Oznacza to, ze przedzialy
wiekowe wystgpujace w tablicy trwania zycia i przedzialy wiekowe, w ktorych
badana jest niepelnosprawnos$¢ musza by¢ takie same. Estymator parametru

¢." okreslonego wzorem (4) jest nastgpujacej postaci:
&~ 31, ), L

gdzie , 7, jest udziatem ludnosci niepelnosprawnej w ludnoscei grupy wickowe;
[i,i+ n,) policzonym na podstawie pobranej proby statystycznej. Wspétczynnik

niepetnosprawnosci obliczamy wedtug wzoru:

1 Ni

o7 =TZY”([”)

= (18)
gdzie , N, oznacza liczbg jednostek statystycznych w wieku [i,i+n) W pobra-
nej probie statystycznej i Y, (z;) jest zmienng indykatorem. Przyjmuje wartos¢ 1
jesli j-ta jednostka statystyczna w pobranej probie jest w wieku [ i+n,) 1 jest
niepetnosprawna i wartos$¢ 0 w przypadku przeciwnym.

Zaktada sig¢, ze wspotczynnik niepetnosprawnosci w populacji z(x, y) zalezy
tylko od wieku x i nie zalezy od momentu urodzenia y. Oznacza to, ze spetniony
jest warunek:

7(x,y) = n(x) dlakazdegoy.
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Przecigtne dalsze trwanie zycia w populacji (por. wzor (4)) moze by¢ okre-

$lone nastgpujaco:

/

x

™ (x)= i{Z[n, L —”frr(t)l(t)dt}
ied, i (19)

gdzie I” oy OPACZR liczb¢ 0s6b niepelosprawnych w wieku [i,i +»,) W popula-

cji.

Zmienna losowa Y () przyjmuje dwie wartosci 1 1 0 odpowiednio z praw-
dopodobienstwami () 1 I-z(f). Rozklad zmiennej losowej Y w przedziale
[x,x+n,)jest okreslony wzorem:

P(Y(1)=1)=, 7,

P(Y(1)=0) =1-, =, Wariancja zmiennej losowej Y(t) w przedziale [x,x+n,)
jestrowna 7 (1 —}zx) co oznacza, ze w kazdym przedziale jest mniejsza od 1.
Ponadto wariancja 0-2("1 #,) statystyki n e W kazdym przedziale [x,x+n )jest
okreslona wzorem:

r.(1-, 7.)

2 ~ n; X nx
o)==

Jezeli N dazy do nieskonczonosci to wariancja statystyki | 7 dazy do zera.

Ponadto 7 jest estymatorem nieobcigzonym parametru | 7 . Stad wynika,
ze, 7, jest nicobcigzonym i zgodnym estymatorem parametru T Z tego wy-
nika, ze estymator ;" zaproponowany przez Sullivana jest estymatorem zgod-

nym i nieobcigzonym parametru ..
Zmienna losowa wystepujaca we wzorze (18) ma rozktad dwumianowy po-

niewaz jest sumg niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie zero-
wNi

Y, (t;)
jedynkowym. Stad dla kazdego przedziatu [y x+p ) zmienna losowa /Z': m

w: P15, 05)

a

V(, %)=
rozktad g N, p.)- Stad N w kazdym przedziale [x,x+n ).

Wariancja estymatora ;”" wyraza si¢ nastgpujaco:
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1-
V(éfp) =’IITZ n pX(Nn‘pX)',,, Lf
. 20)

Z przeprowadzonego badania wynika, ze e, jest zgodnym i nieobcigzonym

DF ; . .
estymatorem parametru ¢ . Efektywnosci estymatora nie badano.
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Individual and cohort life tables for heterogeneous populations
Summary

The novelty of this paper is the method for construction individual life tables acco-
unting for individual characteristics which determines the vitality. The presented method
is based on the frailty models which were developed at the end of 1970s. Illustrative life
tables are constructed with the use of Gompertz’s function for modeling intensity of
morality and gamma distribution for modeling individual propensity for mortality.



