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Wspolczesne badania wykazaly, ze nasz genom jest zaprogramowany na 120 lat
zycia. Laboratoryjnie zbadano, ze pojedyncze organy moga funkcjonowa¢ nawet 140 lat.
Mimo iz w ciagu ostatnich 100 000 lat nie odnotowano zadnych zmian genomu, srednia
dhugos¢ zycia ludzkiego znacznie si¢ zwigkszyla w ciagu minionych 100 lat. Okreslenia
typu staro$¢, podeszty wiek wypierane sg okresleniem bardziej neutralnym dtugowiecz-
nos¢. Gdyby ludzie umierali tylko ze staro$ci, to zyliby przynajmniej 100 lat. Zjawisko
to zainteresowato gtéwnie demografow i biologow. Chcieli bowiem wiedzie¢, co decy-
duje i co wptywa na dtugo$¢ zycia ludzkiego oprocz wieku biologicznego. Przesunigcie
si¢ granicy dtugosci zycia ludzkiego wptynelo tez na zmiang stosowanej terminologii.
Przyczyny wczesniejszych zgondw stanowia od dawna przedmiot zainteresowania za-
réwno biologdéw, jak i demografow. Ostatnio problematyka dtugowiecznosci i zréznico-
waniem czasu zycia ludzkiego zainteresowali si¢ statystycy. Probujac wyjasnic ten prob-
lem, wykorzystali metodologi¢ nauk probabilistycznych, polegajaca na modelowania
zjawisk witalnosci 1 umieralnosci.

Akceptujac t¢ metodologig, nalezy przyjaé, ze dlugos¢ trwania zycia osoby w wieku
x lat scharakteryzowanej za pomoca pewnych obserwowalnych cech 1,,Y,,....Y,, oraz
nieobserwowalnej bezposrednio ukrytej cechy Z jest wielkoscia losowa, ktdra ozna-
czymy symbolem 7.

Wielkos¢ T, tak jak kazda skalarna zmienna losowa, mozna scharakteryzowac za
pomocg takich funkcji, jak dystrybuanta, gegstos¢, funkcja przezycia, funkcja intensyw-
nosci, a takze za pomocg pewnych parametréw liczbowych, takich jak oczekiwana diu-
gos¢ zycia, dalsze trwanie zycia itp.

Dystrybuant¢ zmiennej losowej 7' oznaczamy jako F; (t|x, », z) i zgodnie ze standar-
dowa jej definicjg przyjmujemy, ze

F, (tlx,y,z): P(T < t|x,y,z),
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gdzie x jest to wiek osoby, y =(y,, Vogsicons y”) jest to wektor zaobserwowanych wartosci
cech Y,,Y,,...Y,, za$ Z oznacza nieobserwowalng wielkos¢ cechy ukrytej, nazywanej
stabowitos$cia (ang. frailty).

Modelowanie i analiza czasu trwania zycia ludzkiego polega na sformutowaniu
modelu, tzn. okresleniu wyrazenia definiujacego dystrybuant¢ lub inng rownowazna jej
funkcje, identyfikacji, estymacji, i weryfikacji tego modelu. Rozpatrzmy trzy grupy
modeli, ktore symbolicznie przedstawimy nastgpujaco:

1) Fp (t|x),
2) F;(thx.»)

3) E, (t|x, Vv, z)

1. Tradycyjne modele trwania zycia

Przyjmijmy, ze zamiast zapisu Fr (¢ |x ) stosowany bedzie tradycyjny zapis aktu-
arialny tzn. F, (?), przy czym gdy x= 0, stosuje si¢ jeszcze bardziej uproszczony zapis F'(f).

Wielkos$¢ F () oznacza prawdopodobienstwo, ze osoba dopiero co urodzona, tzn.
osoba w wieku 0 lat, nie przezyje do momentu t, t>0, czyli F(f) =P(Ty< T). Za pomoca
dystrybuanty F(#) mozna okre$li¢ dystrybuant¢ czasu zycia osoby w dowolnym wieku x
wedlug nastgpujacego wzoru:

F.()= F(x+t)—F(x)'
) 1-F(x)

Wyrazenie wystgpujace w mianowniku tego wzoru nazywa si¢ funkcja przezycia
osoby w wieku 0 lat. W przypadku dowolnego wieku x, funkcj¢ przezycia okresla si¢
nastepujaco:

ST(tlx)zl—FT(tlx)

Zaréwno na podstawie dystrybuanty Fr(t|x), jak i funkcji przezycia Sr(tlx) defi-
niowana jest inna funkcja charakteryzujaca czas zycia ludzkiego, a mianowicie funkcja
intensywnos$ci umieralnosci.

Kilka réwnowaznych definicji tej funkcji podano nizej (por. [5, 9, 10]).

_ 1 ds, (i)
W)=~y

1 dF(1)
”(tlx)_I—Fx(t) dt
hlde) =22 _f;tz 5

gdzie f,(?) jest to pochodna funkcji F(7) wzglgdem zmiennej t.
W przypadku gdy x = 0, zamiast p(7/0) stosuje si¢ zapis p(f).
Konkretng posta¢ funkcji p(f) po raz pierwszy zaproponowat A. De Moivre w 1729 r:

()= (0-1)", |
gdzie o jest to gorna granica wieku zycia ludzkiego (np. 100 lub 120 lat).
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W 1825 roku Gompertz zaproponowat nastgpujaca postac¢ funkcji intensywnosci
un)=b-c',
gdzie b oraz c sa to parametry, ktdre ustala si¢ w zaleznosci od populacji.

Parametr b w tej funkcji okresla poczatkowa stopg umieralnosci i traktowany jest
jako niezalezny od wieku, za$ parametr ¢ czgsto definiowany jest w postaci exp(w),
wowczas tak zwane prawo Gompertza zapisuje si¢ nastepujaco:

w(t)=b-exp(w-1).

Nieco ogdlniejsza postac tego prawa podat Makeham w 1860 roku:

wit)=a+b-c".

Kazde z podanych praw jest funkcja czasu 7 tzn. okresla intensywnos$¢ umieralnosci
spowodowanej wylacznie czasem, czyli to, co mozemy okresli¢ jako umieralnosé¢ bio-
logicznq ze starosci.

Powszechnie wiadomo jednak, ze na umieralno$¢ maja wptyw rozne czynniki sro-
dowiskowe, a takze pewne cechy ukryte poszczegdlnych osob. Ze wzgledu na to, ze ce-
chy srodowiskowe majg zupetnie inng natur¢ anizeli cechy ukryte posiadane przez indy-
widualne osoby istnieja dwa rézne podejscia do uwzgledniania tych cech w modelach
umieralnosci.

2. Modele regresyjne

W przypadku cech srodowiskowych, ktére mozna bezposrednio obserwowac
i mierzy¢, wyrdznia si¢ dwa typy modeli:

— modele przyspieszonego ryzyka,

— modele proporcjonalnego ryzyka.

Istota modeli przyspieszonego ryzyka polega na tym, ze modyfikacji intensywnosci
umieralnosci dokonuje si¢ poprzez przeskalowanie czasu. Stad tez wynika nazwa tych
modeli: czas zycia jednostki moze by¢ formalnie przyspieszony.

Modele tego typu maja wigc nastgpujaca postac:

u(r, x) = u(r) = po (1 g(x))
gdzie g(x) jest odpowiednio zdefiniowang funkcja skalowania czasu, ktora moze by¢ za-
lezna od cech srodowiskowych.

O wiele bardziej popularne i majace znacznie wigksze zastosowanie zarowno w de-
mografii, jak i medycynie s3 modele Coxa.

Intuicyjnie idea tych modeli polega na tym, ze podstawowa lub bazowa funkcje
intensywnosci umieralno$ci, oznaczang jako p,(7), modyfikuje si¢, mnozac ja przez
pewien czynnik proporcjonalnos$ci zalezny od obserwowalnych cech srodowiskowych.
To znaczy skalowany jest w tym przypadku nie czas, lecz intensywnos¢ umieralnosci.
Ten rodzaj modeli prezentowany jest w nastgpnym paragrafie tego artykutu.

Zatbézmy, ze intensywnos$¢ umieralnosci w okreslonej populacji zalezy od momentu
czasu t, w ktorym ta intensywnos$¢ jest okreslona, od wieku osoby x oraz od pewnych
obserwowalnych cech 1,Y,,....Y, charakteryzujacych t¢ osobg. Zaobserwowane wartos-
ci tych cech traktowane begda dalej jako wektor liczbowy y = (y,, Parists yp). Zaltozmy
ponadto, ze intensywno$¢ umieralnosci dla calej populacji bez uwzglgdniania cech ob-
jasniajacych oznaczona bedzie symbolem po(t|x) lub réwnowaznie w postaci p,(#;x) .
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Poniewaz wszystkie funkcje trwania zycia zawsze zaleza od wieku osoby, ktory zwykle
traktowany jest jako parametr, a nie jako argument funkcji. Stad tez czgsto, w celu
uproszczenia zapisOw, jest on pomijany. Jezeli wigc nie bedzie to prowadzito do nie-
porozumien, to zamiast p(t|x) stosowany bedzie krotszy zapis pu(z).
W 1972 roku sir D. Cox zaproponowat stynny dzi§ model, nazwany jego imieniem,
ktory okresla zaleznos¢ trwania zycia ludzkiego od cech objasniajacych V,,Y,,....Y, .
Ogolna postac tego modelu jest nastepujaca (por. [4]):
pltx,y)de ooy (tx, y)dt
= exp(ply)
1= plt; x, y)dt L= (1%, y)dt
Warto podkresli¢, ze ogdlnos¢ tego modelu polega na tym, Zze obejmuje on przy-
padki, gdy czas traktowany jest jako wielkos¢ ciagta oraz gdy jest on rozpatrywany tylko
dyskretnie. Ta wazna cecha ogdlnosci tego modelu wynika z zastosowania tu uniwer-
salnej symboliki matematycznej.
Zauwazmy, ze zapis u(7)dt oznacza nastepujace prawdopodobienstwo:
wit)dt =Pt <T <t+dt),
ktore roznie traktujemy w przypadku czasu cigglego i czasu dyskretnego.

Jezeli zmienng losowa 7 traktujemy jako zmienng losowa typu ciaglego, wowczas
lewa strona powyzszego wzoru ma postac:

plex, p)de
1-u(t;x, y)dt =nltsx, y)

Model Coxa przyjmuje wowczas nastgpujaca postac:

pt;x,7) = 42y (:%)-exp(B'y).

Pomijajac parametr wieku osoby x, mamy:

p(t:7)= 1y (1)-exp(p'y)-

Taka posta¢ modelu Coxa nazywa si¢ modelem proporcjonalnego ryzyka, gdyz funk-
cj¢ intensywnosci umieralnosci interpretuje si¢ jako ryzyko umieralnosci. Ryzyko to,
w przypadku uwzglednienia zewngtrznych czynnikéw w postaci cech ¥,Y,,...Y,, jest
proporcjonalne do ryzyka zaleznego tylko od czasu 7. Wspotczynnikiem proporcjonal-
nosci jest wielkosé exp(B'y).

W przypadku dyskretnej wersji modelu Coxa mamy wigc do czynienia z tzw. mo-
delem proporcjonalnych szans. Wynika to z tego, ze wielkos¢ /(1 — ) nazywana jest
szansa (ang. odds).

Jezeli za$ czas zycia osoby traktowany jest w sposob dyskretny, to model Coxa
przyjmuje nastgpujaca postac:

p,y) ()
L=p(t, y)dt  1-p,(t)

Wprowadzajac oznaczenie o, = u,(t,), wowczas dyskretny wariant modelu Coxa

zapisa¢ mozna nastgpujaco (por. [1, 4]):

exp(Ay) .

utt, ) =2 +BY) y,)
1+exp(a; +B'y)
i widzimy, ze jest to model logistyczny.

W obu przypadkach model Coxa okreslaja nieznane parametry f,,f,,.... 8, , ktore
trzeba estymowac na podstawie danych empirycznych.
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W celu estymacji parametrow f,,f,,.... 8, przyjmujemy, ze dokonano obserwacji
czasu zycia oraz indywidualnych charakterystyk n osob. Przyjmijmy, ze momenty czasu
w ktorych nastgpowaty zgony, s nastgpujace:

By 4 Eyp 2 il

przy czym m; jest to liczba zgondw, jakie nastapity do momentu ¢ .
Symbol y; oznacza wektor wartosci cech (charakterystyk) tej osoby, ktéra zmarta
przed uptywem czasu f;. Symbolem R(?) oznaczamy za$ zbior tych osob, ktore do
momentu ¢ wiacznie byly obecne w badanej populacji, tzn. ani nie opuscity populacji,
ani tez nie umarty.
Wykorzystujac te oznaczenia przedstawimy teraz funkcje wiarygodnosci (por. [3]):

koexp(BY;)
H L exp(By)’

i€k,
gdzie R, = R(t,))-

Ze wzgledu na dos¢ skomplikowana symbolike uzyta w tym wyrazeniu rozpatrzymy
prosty przyktad (por. [3]).

Zatdézmy, ze obserwowana populacja sktada si¢ z 5 0sob, oznaczonych jako A, B, C,
D, E.

Zatdézmy, ze osoba C umiera po uptywie 1 roku od rozpoczecia obserwacji, osoba E
wyjezdza za granicg¢ po uptywie 2 lat od rozpoczgcia obserwacji, osoba A umiera po 3
latach, osoba B wyjezdza po 3,5 latach, zas osoba D umiera po 4 latach.

Tak wigc w tym przypadku mamy trzy momenty, w ktorych nastgpuja zgony:
t(1)= 5 (2) =3, A =4.

R(t,)) ={4,B,C,D,E}— do momentu 7, wlacznie wszystkie osoby byly obserwo-
wane, :

R(1,)) = {4,B,D} —do momentu £, nie bylo juz oséb CiE,
R(t4)) ={D} .
Funkcja wiarogodnosci jest wigc w tym przypadku nastgpujaca:

L) = exp(fy.) y

exp(By,)+exp(Byy)+exp(By,)+exp(By,) +exp(By;)
exp(fy.) L exp(BYp)

exp(By ) +exp(B'y,) +exp(By,) exp(Byp)

W celu wyznaczenia wartosci estymatorow parametrow f3,, f,,..., B, nalezy rozwia-

za¢ uktad réwnan:
dlogL(p) _
B
Uktad taki rozwiazuje si¢ iteracyjnie.

Cox wykazat, ze uzyskane w ten sposdb estymatory majg asymptotyczny rozktad
normalny:

B~NBI'(B)),
gdzie
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18)= —% logL(B)

Na podstawie wyznaczonych estymatorow ﬂ mozna okresli¢ funkcj¢ intensywnosci
oraz wszystkie inne funkcje z nig zwiazane, na przyklad funkcjg przezycia.
Funkcj¢ intensywnosci estymuje si¢ nastgpujaco (por. [3, 4]):
R(t, ¥) = o (D)exp(BY) .
W celu uzyskania wystgpujacego w tym wyrazeniu estymatora bazowej funkcji
intensywnosci p,(f) przyjmuje si¢ zalozenie, Ze jej niezerowe wartosci sa tylko w
punktach zaobserwowanych zgonéw. Estymacj¢ wartosci p,(#;) uzyskuje si¢ wowczas

nastegpujaco (por. [3, 7]):

~

ﬂ()(tl'j'):l_&j!

gdzie ?:; ; Jest to rozwigzanie nastgpujacego rownania:

xpBY) N o
— = p(BYy)
iezD,l_éjexp(ﬂ,yi) 'EZR, ﬂy

gdzie D, jest to zbiér wszystkich osob, ktére zmarty w momencie 7, za§ R, jest to

Zbidr 0s6b narazonych na ryzyko, okreslony tak jak poprzednio.
Jesli w kazdym momencie 7, byt tylko jeden zgon, to rozwigzanie rownania jest

nastgpujace:

c - exp(ﬁh’(j))
' Zexp(ﬂ'y(,))

ieR,;

exp(_ﬁty(j)) .

Przyjmujac kolejne zatozenie, ze intensywno$¢ umieralnosci jest stala migdzy

dwoma punktami 7, oraz ., fatwo jest okresli¢ bazowg funkcje przezycia (por. [3]):

S0=[]¢&, dla 1,<t<1,,, r=12..kL
j=1

Na podstawie bazowej funkcji intensywno$ci mozna okresli¢ funkcj¢ intensywnosci
zalezna od cech objasniajacych.

3. Modelowanie slabowitoS$ci

Zatézmy tak jak poprzednio, ze 7, to zmienna losowa oznaczajaca przyszty czas
zycia osoby, ktora dozyta wieku x lat. Przyjmijmy teraz, ze ten czas Zycia zalezy od
pewnej nieobserwowalnej cechy ukrytej, ktora traktuje si¢ jako zmienng losowa Z , a jej
dystrybuant¢ oznacza si¢ symbolem F(z). Rozkiad zmiennej losowej 7. zalezy wigc
teraz od dwoch parametréw: wieku osoby oraz jej stabowitosci. Pierwszy parametr,
zgodnie z tradycja aktuarialna, oznaczymy symbolem x, za$ stabowito$¢ — symbolem z.
Dystrybuantg zmiennej losowej 7, oznaczymy teraz w postaci F, (Z,z) lub jako

F(t,x,z). Natomiast funkcj¢ gestosci jako f(z,x,z) lub jako f (f,z). W celu uprosz-
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czenia zapisoéw wiek X jest czgsto pomijany. Zamiast F, (f,z) lub f (¢,z) zapisuje sig
krocej w postaci f(¢,z) oraz F(t,z).

Bezwarunkowy, czyli brzegowy, rozktad trwania zycia okresla si¢ jako nastepujaca
mieszanke rozktadow:

1) = [£t,2)dF (2).

Bez przyjecia dodatkowych zatozen rozktad taki nie jest, niestety, identyfikowalny.

Najprostsze zatozenie przyjmowane w celu umozliwienia identyfikacji jest takie, ze
zmienna nieobserwowalna Z ma warunkowa funkcje intensywnosci

HZ =1)
ae)=plz =1 =—LUE=D |
1- f({Z =1)
wpltywa w sposob multyplikatywny. To znaczy funkcja intensywnosci okre$lona jest
nastgpujaco:
W(tZ) = Z-u(s,1).
Przyjmujac konwencje, ze w(¢) = u(#,1) otrzymujemy:
ntZ)=7-w)

Zalezno$¢ ta nazywa si¢ modelem stabowitosci.

Model ten niezaleznie od siebie sformutowali r6zni autorzy, R.E. Beard w 1959 roku,
T. Lancaster w 1979 roku, w tym samym roku model ten zaprezentowali J.W. Vaupel,
K.G. Manton oraz E. Stallard (por. [2]). Nastgpnie byt on modyfikowany i uogdlniany na
wiele réznych sposéb (por. [1, 6, 7]).

Rozpatrzmy model najprostszy, a mianowicie model proporcjonalnego wplywu
czynnika stabowito$ci na czas trwania zycia konkretnej osoby w poréwnaniu z ogdlng
umieralno$cia w populacji. Korzystajac z warunkowej funkcji intensywnosci umieral-
nosci p(f|z) , okre§limy rozklad czasu trwania zycia za pomoca warunkowej funkcji
przezycia w sposob nastepujacy:

t
S(t|z) = exp(— ju(u|z)du.
0
Poniewaz przyjmujemy, ze u(f|Z)=Z -p,(f), to bezwarunkowa funkcje przezycia

okreslimy nastepujaco:
S(t) = J'S (2) f.(z)dz = jexp(—zH o f.(2)dz ,

gdzie H, (1) = juo(s)ds.
0

Przyjmujac, ze Z ~T'(k,1),
czyli

k
L@)= —ljz—k)zk’le"“, dla z>0,

[ HOT"
S(t)—‘i1+——x ] .

otrzymujemy



60 Stanistawa Ostasiewicz

Jezeli dodatkowo przyjmiemy, ze E(Z)=1, za$ V(Z)=0", to funkcja przezycia

w catej populacji ma nastgpujaca postac:
s =1+ H, 0" .

Natomiast funkcja intensywnosci umieralnosci w tym przypadku ma posta¢ (por.

(1D:
w) =1+ 2 Hy )] ()
Czyli
B = 1o (0)-S)°

Gesto$¢ rozktadu zmiennej losowej Z dla osob, ktére przezyty okres ¢ f, (2T > 1),

okresli¢ teraz mozna nastepujaco:

f.(dr>0=
Po podstawieniach otrzymujemy:

f.Er>0n=

S f.(x)
NGO

[A+ Ho(t)]k 2k g H ()2

I'(k)

Jest to, jak wida¢, rozkltad gamma z takim samym parametrem ksztaltu k, ale
parametr skali jest teraz rowny wielkosci A + H (7).

W pracy [6] wykazano, ze wlasnos$¢ taka ma rodzina rozktadéw wyktadniczych.
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